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Resumo. Nos tdltimos anos tem havido um crescente interesse pelo estudo da
dindmica de metapopulagoes. Ha vérios estudos visando demonstrar que a fragao
migratoria nao influencia na estabilidade do equilibrio homogéneo. Neste trabalho
obtemos uma versdo completa deste resultado, incorporando a possibilidade de
movimento dependente da densidade populacional local. Os resultados obtidos nos
permitem concluir que para fragoes migratorias constantes, a estabilidade do modelo
local é preservada, porém a metodologia usada nos permite construir exemplos onde
a dependéncia da densidade local na fragdo migratoria pode tornar o equilibrio
homogéneo instavel mesmo que o sistema local desacoplado apresente estabilidade.

1. Introdugao

Na tltima década foi notdvel o crescimento da pesquisa em modelos de dindmica
populacional com estrutura espacial. As revisoes apresentadas em [5, 8] fornecem
uma boa amostra do interesse pelo estudo de modelos de metapopulagdes. Uma
pratica bastante comum na modelagem de populacoes distribuidas em habitats frag-
mentados é o uso de modelos espacialmente explicitos. Nestes modelos a populagao,
neste caso dita metapopulagdo, é tratada como um conjunto discreto de subpop-
ulagoes localizadas em fragmentos de habitat que sdo adequados para a reprodugao
e sobrevivéncia. A conexao desses fragmentos é feita através de movimentos mi-
gratérios entre as populagoes locais mais préximas.

Virios trabalhos destacam a importancia do movimento migratério como cau-
sador de efeitos estabilizadores e simplificadores na dindmica da metapopulacao [12,
16, 3, 22]. Em particular Rohani et al. [20] demonstraram que para uma metapop-
ulagao de uma 1inica espécie com taxa migratoria constante entre os fragmentos mais
préximos o movimento migratério nao tem nenhuma influéncia sobre a estabilidade
do estado homogéneo. Ruxton [21] considerou a possibilidade da migragdo depen-
der da densidade populacional local mas mesmo assim encontrou poucos indicios de
que a dispersao pudesse causar efeitos desestabilizadores.

Neste trabalho propomos um tratamento mais geral e mais rigoroso para este
tipo de modelo incluindo a possibilidade de dispersao dependente da densidade
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local. Além disso, os resultados obtidos permitem concluir que a dispersao pode ser
causadora de instabilidades em certas circunstancias.

2. O Modelo

Considere uma colecao de n fragmentos de habitats adequados para uma certa
espécie. Cada um desses fragmentos esta cercado por um meio hostil e totalmentente
inadequado para a reprodugao e sobrevivéncia desta espécie. Em cada um desses
fragmentos vive uma populagao desta espécie. Vamos supor por simplicidade que as
geragoes, sempre tomadas em tempos discretos ¢ = 0, 1,2, ... jamais se entrelacem.
Viérios exemplos de populagoes naturais se enquadram nesta formulagao [8].

Inicialmente vamos imaginar que ndo ha conexao entre os sitios (fragmentos).
Cada subpopulagao floresceria de maneira independente das demais. Se denotamos
por z; o numero de individuos num desses sitios no instante ¢, entao a dinamica da
subpopulagao deste sitio é dada por

Ti41 = f(ﬂft), (2-1)

onde f é uma funcao suave. A equacao acima incorpora os processos de reproducgao
e mortalidade de geracao a geracao de modo que estes processos dependem da
densidade populacional do fragmento em questao através da fungao f. Vamos supor
que f possua um unico ponto fixo positivo, T, isto €,

7= f(@), T>0. (2.2)

A equagao (2.1) pode ser linearizada em torno do equilibrio T resultando no critério
de estabilidade
| (T)| < 1 — T estavel,

|f(Z)| > 1 — T instdvel. (2.3)

A dindmica da equagéo (2.1) j4 foi alvo de vérios estudos. Fendomenos de grande
interesse como cascata de bifurcagoes e caos ja foram observados para varias escolhas
de mecanismos representando a dependéncia da densidade, isto é, escolhas para a
fungao f [17, 18, 19, 6]. Talvez o mais célebre destes exemplos seja o da aplicac¢ao
logistica (ver Figura 1):

flx)=rz(l—2), 0<r<4, 0<z<l.

Agora vamos estabelecer ligagbes entre as subpopulagbes. A cada geragdo um
processo migratorio ocorre entre os sitios. Para cada sitio, uma fragdo p de in-
dividuos deixa o dado sitio e migra para os sitios mais préximos. Certos aspectos
devem ser classificados:

I O processo migratério é de curta duragido (comparado & escala de tempo
usada no modelo que é o tempo entre duas geragdes consecutivas) e portanto
é razodvel supor que o movimento migratério é 100% bem sucedido, isto é,
nao ocorrem mortes durante o movimento. Além disso, ocorre apenas um
movimento migratério a cada geragao.
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Figura 1: Gréfico de x;11 = ray(1 — x;). A estabilidade do ponto fixo T depende
da declividade da linha pontilhada conforme equagéo (2.3).
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Deve ser estabelecida uma ordem para os eventos: migragao e dinamica lo-
cal (reprodugdo e mortalidade). A falha na separacdo destes dois processos
integralmente distintos pode acarretar em resultados fantasiosos (ver [10]).

A fracdo migratéria p de individuos que deixam uma dado sitio pode depen-
der da densidade local (sitio em questdo ) e também da densidade dos sitios
vizinhos (canditatos a receptores dos imigrantes). No presente artigo ape-
nas a dependéncia local sera incluida no modelo. Assim, supomos que u é
uma funcdo crescente e de classe C'. Além disso, por ser uma proporcio,
0 < u(x) <1, Ve > 0. Para exemplos ver [21].

A topologia deve ser definida, isto é, devemos estabelecer quem é vizinho de
quem. Metapopulagdes naturais podem ter topologias bastante complexas
(ver [8]) j& que ndo apenas a proximidade geogréfica é relevante mas também
a capacidade de movimento entre 2 sitios quaisquer. Vamos supor que as
vizinhangas sao simétricas, ou seja, se um certo sitio 7 é vizinho de outro sitio
j, entdo o sitio j é vizinho do sitio i. Podemos dispor os n sitios em reticulados
unidimensionais ou bidimensionais [14].

Redes 1D Enumeramos os sitios de 1 a n. Cada sitio k, k = 1,2,...,n, tem
como vizinhos os N mais préximos sitios a direita e os N mais préximos a esquerda.
Desta forma definimos o conjunto Viz(k) = {k+i:i= —N,..., N, i # 0} para
cada k =1,2,...,n. O conjunto Viz(k) é o conjunto dos sitios vizinhos ao sitio k
(ver Figura 2). Viz(k) é chamado de vizinhanga de ordem N do sitio k. Denotamos
por [Viz(k)| a cardinalidade deste conjunto, temos |Viz(k)| = 2N.

Redes 2D Enumeramos os n sitios com um par de indices (k, 1), k =1,2,...,m
el=1,2,...,m'" mm' = n, formando assim uma rede retangular. Podemos ter
agora vérios tipos de vizinhagas simétricas. Citamos apenas os mais usados (ver
Figura 2).
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Figura 2: (a) Vizinhanga do sitio k¥ em uma rede unidimensional. (b) Vizinhanca
do tipo Von Neumann com N =1 e (¢) N = 2 em uma rede bidimensional. (d)
Vizinhanga do tipo Moore com N =1 e (¢) N =2 em uma rede bidimensional.

— Vizinhangas de Von Neumann: definimos os vizinhos do sitio (k,[) através de
Viz(k,l) ={(k+i,l+7): 0 <|i|+ 7] < N; (i,7)}-
Neste caso |Viz(k,l)| = 2N (N + 1).
— Vizinhagas de Moore: os vizinhos de ordem N do sitio (k,[) forma o conjunto
Viz(k, 1) ={(k+1i,l4+7): =N <1, j <N; (i,5) # (0,0)}.
Consequentemente temos |Viz(k,l)| = 4AN(N + 1).

O objetivo deste trabalho é determinar a importancia do movimento migratério
na estabilidade do sistema como um todo. Vamos comparar o sistema global com
um de seus fragmentos agindo independentemente. Para isto devemos isolar os
efeitos causados pelo movimento migratério. Assim devemos considerar n pop-
ulagoes absolutamente idénticas. Mais precisamente, na auséncia de migragao, cada
subpopulacdo seguiria uma dindmica temporal dada pela equagdo (2.1). Mesmo
considerando a mesma dinamica local para todos os sitios, a condi¢ao de igualdade
entre as subpopulagoes ainda nao estd garantida. Isto se deve ao fato de vizinhos
mais préximos a fronteira podem ter menos vizinhos em certas dire¢oes. Por exem-
plo em uma rede unidimensional com N = 1, o primeiro sitio teria apenas 1 vizinho
a direita e nenhum & esquerda. Para evitar tais assimetrias, impomos condi¢oes de
fronteira periddicas, isto é, identificamos as extremidades. Deste modo uma rede
unidimentsional serd realizada como um anel ciclico e uma rede bidimensional serd
realizada como uma superficie toroidal.

A dinamica da metapopulagdo serda dada pela composi¢ao de dois processos
distintos: a dindmica local (reprodugéo e mortalidade) e a dispersao.
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Como usamos vizinhangas simétricas, |Viz(j)| é constante e assim podemos suprimir
o indice j e escrever simplesmente |Viz|. Podemos considerar dois modelos globais
inteiramente distintos. O primeiro onde a cada geracao a dinamica local precede a
migragdo. Para isto, definimos G : R®” — R" dada por G = M o F. Definindo o
vetor populacional x; = (z;%,...,2:")T ,onde ;¥ é o niimero de individuos no sitio
k no instante ¢, a dinAmica da metapopulagao é dada por

zy = G(74). (2.4)

_ No segundo modelo a migragao precede a dinamica local. Assim definimos
G = F o M e a dinamica global é dada por

xr = G(24). (2.5)

3. O Estado Homogéneo e sua Estabilidade

A homogeneidade da populacido é atingida se o equilibrio homogéneo X =
(p,...,p)T, p > 0 é estavel. E facil verificar que para ambas equacdes (2.4) e
(2.5) existe apenas um equilibrio homogéneo positivo. Além disto suas n compo-
nentes coincidem com o equilibrio do modelo local (sistema desacoplado - equagao
(2.1)). Resumimos estas informagdes no seguinte teorema.

Teorema 1 Para ambos os sistemas dados pelas equagoes (2.4) e (2.5) existe apenas
um equilibrio homogéneo nao trivial, X = (7,...,7)T, T > 0 onde T = f(T) > 0.

Demonstracdo: Segue imediatamente das definigdes que M o F(X ) =X < X =
(7,...,7)T e de maneira andloga F o M(X) =X « X = (7,...,7)7T. ]

A anilise da estabilidade de X dada pelo Teorema 1 serd feita via linearizagao
dos sistemas (2.4) e (2.5) em torno de X. Os jacobianos DG(X) e DG(X) sao
obtidos no lema a seguir. Definindo a fungdo ¢ por ¢ = xu(z) temos o seguinte
lema.
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Lema 1 Seja X dado pelo Teorema 1. Entdo DG(X) = DG(X) = [Cijlnxn, onde

F@(1-¢@), i=j
Cy=q TP, j € Viz(j).
0, c.C.

Demonstragao: Pela regra da Cadeia DG(X) = DM(F(X))- DF(X) e D(:?(i() =
DF(M(X)) - DM(X). Pelas definicoes de M e F' podemos escrever DM (X) =

[aij]nxm onde

1/i¢l(f>7 =7
aij = fv—ﬁ, Jj € Viz(j) (3.1)
0, c.c.

e DF(X) = diag(f'(T),. .., ' (T))nxn- Note também que M(X) = X = F(X).
Logo DG(X) = DM(X)-DF(X) e DGQ() DF(X)-DM(X). Mas as matrizes

DF(X) e DM(X) comutam, pois DF(X ) é diagonal com n entradas identicas.
Assim DG(X) = DG(X) = DF(X) M (X) e o resultado segue imediatamente. =

Teorema 2 Do ponto de vista da estabilidade do equilibrio homogéneo positivo dado
pelo Teorema 1, os dois sistemas dados pelas equagoes (2.4) e (2.5) sdo idénticos,
isto €, a ordem dos eventos dindamica local e migracao nao afeta a estabilidade do
estado homogéneo.

Demonstragao: Consequéncia imediata do Lema 1, ja que a estabilidade do equilibrio
homogéneo depende apenas das magnitudes dos autovalores dos Jacobianos no
equilibrio. [

O seguinte teorema estabelece alguns resultados importantes na direcao do en-
tendimento do papel do acoplamento na estabilidade do equilibrio homogéneo.

Teorema 3 Se ¢/(T) < 1, entdo o autovalor dominante de DG(X) (ou de DG(X))
¢ f'(@).

Demonstragao: Pelo Teorema 2 é suficiente considerar o sistema dado pela equagao
(2.4). Pela demonstracio do Lema 1, podemos escrever DG(X) = f'(z)DM (X).
Portanto os autovalores de DG(T) sdo f(Z)A1,-.., f(T) s, onde Aj,..., A\, sdo os
autovalores de DM (). Escrevendo DM (X) = [aijlnxn, 0s coeficientes a;; sao
dados pela equagao (2.6). Observe que

Zalj_1— + > v ZZ)|—1 Vi=1,2,.

JEViz(3)

A hipétese ¢'(Z) < 1 garante que a;; >0 Vi,j =1,2,...,n. Assim DM (X) é uma
matriz estocdstica e portanto A = 1 é o seu autovalor dominante. Logo f/(Z) é o
autovalor dominante de DG(T). "

Em relacao ao Teorema 3, pode-se observar que
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(1) A hipdtese ¢'(Z) < 1 ndo é necesséria para que Z;—Ll a;; =1,¥i=1,2,...,n.
Portanto ela nio é necessdria para que f’(Z) seja autovalor de DG(X). As-
sim, de modo natural, f'(Z) ( o autovalor do sistema desacoplado) sempre é
autovalor do sistema global. Podemos, portanto, afirmar que o movimento
migratorio por si sé nao pode estabilizar uma rede de populagoes instaveis e
independentes.

(2) Um caso particular relevante e freqiilentemente estudado [20, 13, 14, 22, 25, 26]
é o de fragao migratéria constante. Neste caso ¢p(x) = px, logo ¢'(x) = <1
e consequentemente o Teorema 3 é valido.

(3) Os resultados até aqui obtidos independem da dimensionalidade, ou seja é
irrelevante a questao de dispormos os sitios como reticulados unidimensionais
ou bidimensionais, além disto, no caso bidimensional é irrelevante se conside-
ramos vizinhagas de Von Neumann, Moore ou outra similar. A tinica restri¢ao
é que elas sejam simétricas.

4. A Instabilidade Causada pelo Movimento Mi-
gratoério

Nesta secao mostraremos como a migracao pode desestabilizar um sistema de
subpopulagoes estaveis. Tendo em vista o Teorema 3, isto s6 podera acontecer se
¢'(x) > 1. Com relagdo a esta perda da estabilidade via o aumento do valor do
parametro ¢’ (z), a dimensao da rede e a geometria das vizinhancas sdo importantes.
Vamos considerar um caso bastante geral: uma rede bidimensional quadrada n x n
com vizinhangas de Moore de ordem N. Usando as formulas dadas pelo lema, pode-
mos expressar a matriz Jacobiana DG (7)7 que neste caso é n? x n? com estrutura
bloco circulante:

B A B
B
paX) = | " , (4.1)
B
B
: .. .. .. . B
| B --- B B --- B A |

onde A e B sdo matrizes circulantes n x n
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fa b b b b
b a b
b
A= 0 (4.2)
b
b
)
b b b b a ]
(&
rb b b b b
b b b
b
B= b , (4.3)
b
b
Lo - b
b o b b - b b |

onde a = f/(ZT)[1 — ¢'(T)] e b= %.Em cada linha da matriz DG(X) ha 2N
matrizes B e as matrizes A e B possuem 2N elementos b em cada uma de suas
linhas. A estrutura peculiar de DG(X) pode ser usada para a determinagio de seus
autovalores. O teorema de Friedman [4] torna possivel o calculo dos n? autovalores

de DG(X) (para detalhes ver [23]), \;;,

Nij = f' @) — ai¢'(@)], i,5=0,1,2,...,n—1, (4.4)
onde D [27ri]D [27rj]
aij=1- % (4.5)
(§
: 1
Dylz] = sinz[N + 5] (4.6)

P
SIHE

é o nicleo de Dirichlet de ordem N. Como Dy[z] < 2N +1, segue que 0 < a;; < 2.
O caso extremo «;; = 0 é obtido quando i = j = 0 assim Aoy = f'(Z) que é o
autovalor local como ja era conhecido (ver observagao 1 sobre o Teorema 3). Note
que se ¢'(7) < 1 entao |1 — ¢/ (T)| < 1 pois 0 < a5 <2, Vi, j=0,1,...,n— 1.
Da equacao (4.4) seque que |A;;| < f/(Z). Como Ao = f'(T), temos que f/(Z) é o
autovalor dominante. Mas isto apenas confirma o Teorema 3 (vélido em condigdes
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mais gerais). A novidade é que se ¢'(Z) > 1, a expressao |1 —a;;¢'(Z)| pode tornar-
se maior do que a unidade para algum par (imaz, jmaz) € 1,2,...,n — 1. Portanto
[ Xivasimas | > |/ (T)], ou seja o autovalor local nao é mais o dominante e além disto,
dependendo da magnitude de |1 ¢'(7)|, podemos ter [\; . | >1
e |f'(Z)] < 1 simultaneamente. Isto quer dizer que a instabilidade da rede de
subpopulagoes pode ser causada pelo acoplamento via movimento migratério. Por
exemplo, se N = 1 e n é par, podemos usar as equagoes (4.4),(4.5) para concluir que
maxi<j<n—1|1 — a;;¢'(Z)| > 1 se ¢/(T) > 3. Além disso, 3 é o valor mfnimo que o
parametro ¢'(Z) deve ter para haver a possibilidade de instabilidade causada pelo
acoplamento. O exemplo seguinte mostra que o Teorema 3 nao pode ser melhorado
sem um conhecimento maior da dimensao da rede. Considere uma rede unidimen-
sional com N =1 e n par. Procedendo de maneira semelhante ao exemplo anterior
podemos obter os autovalores de DG(X),

o aimaa:jmaz

Ny = F@)L - & (@)(1 = cos ?)1, =012 ..n—1.

Mas maxi<j<n—1(1 — cos 2%) = 2, ocorrendo quando j = 4. Assim o equilibrio
homogéneo é estdvel se e somente se |f'(Z)| < 1 e |1 —2¢'(Z)||f'(T)| < 1. Logo, se
¢'(T) > 1 a condigao |1—2¢'(T)| > 1 é satisfeita e portanto pode haver instabilidade

causada pelo movimento migratério.
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