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Resumo. Quando se trabalha com representacido de terrenos no computador,
busca-se obter modelos mais realisticos do mesmo. Nesse sentido, este trabalho
utiliza uma técnica de distor¢do de imagens, chamada warping por triangulagao,
aplicando-a a visualizacgdo tridimensional de superficies topograficas, distorcendo a
imagem, geralmente provida de fotos de satélite, em cima de seu respectivo modelo
digital de terreno.

1. Introdugao

No intuito de implementar uma ferramenta que fosse capaz de distorcer uma
imagem digital, geralmente provida de fotos de satélite, sobre o modelo digital
do terreno correspondente, foi estudada uma técnica bastante empregada em recur-
sos de warping e morphing* entre imagens. Antes, porém, é necessdria uma certa
conceituagao teodrica sobre o problema e sua descrigdo, levando-se em conta seus
modelos matemaéticos, visando uma resolugao mais precisa e correta.

2. Modelo matematico de imagem

Para representar e manipular imagens no computador, deve-se definir modelos
matematicos adequados a esses objetivos. Quando se observa uma fotografia ou
uma cena real, recebe-se de cada ponto um impulso luminoso, que associa uma in-
formagao de cor a esse ponto. Dessa forma, o modelo matematico mais natural para
descrever uma imagem é o de uma fungao definida numa superficie bidimensional e
tomando valores em um espagco de cor.

Definicao 1 Uma imagem € uma aplicacio f : U C IR?> — C, onde C € um espago
de cor.
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4 Morphing (metamorfose): termo técnico que designa efeito de transicio entre imagens.
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A funcao f é chamada de imagem, o conjunto U de suporte da imagem e o
conjunto f(U) C C de conjunto de cores da imagem. Em geral, tem-se C = IR",
mas os casos mais comuns sao quando n =3 e n = 1. Quando n = 3, obtém-se um
espaco de cores tricromatico com base de primérias R, G e B, resultando em uma
imagem colorida. Quando n = 1, dizemos que a imagem é monocromaética.

A representagao mais comum de uma imagem consiste em tomar um subconjunto
discreto U’ C U do dominio da funcao imagem. Neste caso, cada ponto (z;,y;) € U’
é chamado de elemento da imagem ou pizel. O caso mais comum de discretizagao
de uma imagem consiste em tomar o dominio como sendo o retangulo

U=la,b x[c,d ={(z,y) e R*:a<z<bec<y<d}
e discretizar esse retangulo usando os pontos de um reticulado bidimensional A =
(Az, Ay),
A= {(Iiayj) € U:Ii :'LAava Y :]Aya Za] EZ; AxaAy S B}

Assim, cada pixel (z;,y;) da imagem pode ser representado por coordenadas
inteiras (i,7). Portanto, a imagem pode ser representada de forma conveniente no
formato matricial. Nessa representacao, a imagem estd associada a uma matriz A
de dimensao m X n da seguinte forma:

ail; Q2 ... Qip flxu,m)  flenye) o0 f(oun)
Ao az1 Q22 -+ Q2 B fx2, 1) flxa,y2) - f(@2,un)
Gmi Gmz G FEmn)  Fmoye) e fmyn):

Figura 1: Reticulado uniforme da representacao matricial da imagem.

3. Filtro de warping

Como visto anteriormente, a operagdo (ou filtro) que realiza deformagoes geométricas
em uma imagem digital é comumente conhecido, na literatura de processamento de
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imagens, por warping. Seguindo o modelo matematico de imagem dado anterior-
mente, pode-se definir um filtro de warping como sendo simplesmente uma aplicagao
h:UcCIR?—V C IR~

L

Figura 2: Exemplo de warping em uma imagem.

Em geral, sao feitas algumas restricoes para a funcao h que define o warping.
Do ponto de vista matematico, é natural exigir que essa fungao seja uma bijecao e,
além disso, tanto h quanto sua inversa h~! sejam continuas. Uma funcéo com essas
caracteristicas é chamada de homeomorfismo. Neste caso, a injetividade garante
que ndao h&a superposi¢do de pontos na deformagao e a continuidade garante que
nao haverd rupturas da imagem. Os casos mais interessantes de warping ocorrem
quando h é um difeomorfismo, ou seja, h e h™! sao de classe C*.

A imagem filtrada é obtida por g = foh™!' : U C IR? — C, ilustrado no diagrama
abaixo.

C

U

Desse modo, a operacao de warping faz uma mudanga das coordenadas (x,y)
dos pixels da imagem, para um outro sistema de coordenadas (u,v), tal que

u=u(z,y), v="0(z,y).
Um exemplo simples de warping é dado pela rotacao da imagem por um angulo

de 90° em torno do pixel localizado na origem. Nesse caso, h é um difeomorfismo
dado por

Wz, y) = cos90°  —sen 90° z| |0 =1 x — (—y,2)
DY) = sen90°  cos90° y| |1 0 y | YT
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4. Warping por triangulacao

A maneira mais simples de se aplicar um filtro de warping é definir um sistema de
coordenadas para a imagem através de uma malha de pontos, chamada de méascara.

Definigao 2 Seja f : U C IR?> — C uma imagem. Uma mdscara para f é uma
matriz M de dimensao m X n cujas entradas sao pontos de U.

Tendo em vista a méscara M, podemos obter uma triangulagao da mesma
tomando triéngulos da forma (Mij; ij+1;Mi+1 j+1) (§ (Mij; Mi+1 js Mi+1 j+1)a
evitando assim uma triangulacao de Delaunay, diminuindo a complexidade do pro-
blema.

A transformacao de warping de uma imagem f serd obtida a partir de uma
transigao entre duas madscaras distintas de f, mas com a mesma ordem. Assim,
dados M e N duas méscaras distintas de f, A e B triangulos de M e N, respec-
tivamente, sabemos que existe uma tnica transformacio afim T : U — IR? que
transforma o triangulo A no triangulo B, ou seja, T(A) = B. E possivel, entao,
construir uma fungdo continua h que associa a cada triangulo da méscara M, o
tridngulo correspondente (de mesmos indices) na médscara N, bastando definir a re-
stricao da fungao h naquele triangulo como sendo a transformacao afim associada.
Matematicamente, a funcao de warping serd dada por:

h:UCR®— IR*, com h|, =T, VA, e M (4.1)

onde T; é a Unica transformacgao afim entre os tridangulos correspondentes A; e B;
tal que T;(Al) = Bz

Figura 3: Warping de uma imagem com sua mascara.

4.1. Algoritmo para warping por triangulacao

Com tudo o que foi visto até agora, pode-se definir um algoritmo que, dado uma
imagem e suas mdscaras inicial e final, encontre a transformagao de warping h,
aplicando-a na mesma. Tal algoritmo pode ser descrito através do fluxograma da
Figura 4.
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Figura 4: Fluxograma para o algoritmo de warping por triangulacao



490 Sousa e Meneguette

Porém, a implementagao desta técnica de warping traz alguns problemas como,
por exemplo, encontrar os pontos da imagem que pertencem a um triangulo da
mascara, ou ainda, a determinacao de cada transformacao T que mapeia os triangulos
correspondentes nas mascaras M e N. Como resultado do estudo desta técnica,
apresenta-se, a seguir, possiveis solugoes para estes problemas.

4.2. O problema de pontos interiores

O problema da determinacao dos pontos interiores de um triangulo pode ser apre-
sentado da seguinte forma: “Dado um triangulo com vértices A, B e C' e um ponto
D, determinar se D pertence ao interior do tridngulo ABC”.

Para a solugao deste problema, podemos enunciar um teorema cuja demonstra-
¢ao é trivial e nao serd feita aqui.

Teorema 1 Sejam A = (z4,Y4), B = (xb,y5) € C = (x(,y.) 0s vértices de um
tridngulo e D = (xq,yq) um ponto qualquer. O ponto D pertence ao interior do
triagngulo ABC' se, e somente se, pertencer ao interior dos dngulos CAB e ABC.

A A
/)\ i D
C B C B C
Tendo o resultado do Teorema 1, basta entao obter um algoritmo que determine
se o ponto dado pertence ao interior de um determinado angulo. Para tanto, sejam
A = (Ta,Ya;0), B = (74,95,0), C = (2¢,¥e,0) ¢ D = (24,94,0). Definindo os
vetores u = B— A, v =C —Aew =D — A, o ponto D estd no interior do
angulo C'AB se, e somente se, as bases {u,v,u X w} e {u,v,v X w} tem orientagdes
contririas®. De fato, temos duas possiveis situacoes para o vetor w:

1° Caso: O vetor w pertence ao interior do angulo formado pelos vetores u e v.
Graficamente, esta situagdo pode ser ilustrada pelo seguinte grafico:

A

z=0

Uuxw

UXWvy

E facil perceber que os vetores u X w e v X w terdo mesma dire¢do, mas sentidos
opostos.

5Aqui, u x v denota o produto vetorial de u por v.
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2° Caso: O vetor w nao pertence ao interior do angulo formado pelos vetores u e
v. Graficamente, esta situacao pode ser visualizada pelos seguintes graficos:

U X Wa z2=0 z2=0

v v
w
UXW

1

|
» uxwa
UVXWv u

Nesta situagao, os vetores u X w e v X w terao nao apenas a mesma dire¢cao, mas
também o mesmo sentido. Agora, como

i i k
uxXw = Ty —Ta Yo—Ya O :<070’uw)

Tg—Tq Yd—Ya O

i j k
vXw = Te—Tqg Ye—Ya 0O :<Oa0’vw)

Td — Ta Yd — Ya 0

onde

Uy = (Tp—2a)(Yd = Ya) — (Yb — Ya)(Td — Za)
Vy = (CUc - l’a)(yd - ya) - (yc - ya)(xd - xa)

segue que o ponto D estd no interior do angulo formado por u e v se, e somente se,
0s NUMeEros u,, € v, tém sinais opostos, ou ainda, se u,, - v, < 0.

Como foi visto na secao 2., uma imagem f pode ser representada por uma
matriz de dimensao m X n, e assim, as coordenadas dos pixels da imagem podem
ser representados por numeros inteiros. Na verdade, quando se implementa uma
ferramenta de processamento de imagens, cujo objetivo é mostrar o resultado obtido
na tela do computador, usa-se coordenadas inteiras, pois os pixels do monitor sao
referenciados assim.

Desta forma, para verificar se o préximo ponto, digamos (2441, ya) = (za+1, ya),
observe que

Uy = (xb—xa)(yd_ya> - (yb—ya)(xd"i'l_xa)
= (Ib - xa)(yd - ya) - (yb - ya)(xd - ‘Ta) - (yb - ya) (42)
= Uy — (yb - ya)-
Analogamente,
Uy = (xc—xa)(yd_ya) - (yc—ya)($d+1 _xa)
= (xc - xa)(yd - ya) - (yc - ya)(md - Ia) - (yc - ya) (43)

= Uy — (yc - ya)-



492 Sousa e Meneguette

Assim, como os fatores A; = (yp — Ya) € A2 = (Yo — Ya) dependem apenas do
triangulo dado e sao constantes, o calculo do produto vetorial é realizado apenas no
inicio, bastando somar estas constantes para os demais pontos da linha. De modo
andlogo ao que foi feito em (4.2) e (4.3), para verificar se o ponto (z4,yq+1) =
(z4,yq + 1) pertence ao dngulo, basta notar que

Uy = Uy ~+ (Tp — Tq),

171; Vw + (xc - ma)-

Desta maneira, uma vez obtidos os valores iniciais de u,, e v,,, basta acrescentar
valores inteiros aos mesmos para obter os valores de u,, e v,, para o préximo ponto.
Isto torna o algoritmo extremamente réapido e eficiente, melhorando sobremaneira
a eficiéncia do processo de warping.

4.3. Determinacao das transformacoes

Como visto em (4.1), o filtro de warping por triangulagdo pode ser dado por uma
funcao h tal que a sua restricio a um tridangulo da malha M mapeia-o em seu
triangulo correspondente na malha N, através de uma transformacao afim.

O problema proposto aqui é o seguinte: “Dados dois triangulos V,W C IRZ,
encontrar a tnica transformagao afim T': IR* — IR? tal que T(V) = W.”

De uma forma mais especifica, sendo p1, ps e p3 vértices de V e q1, ¢ e g3
vértices de W, tais que

p1 = (vlawl)a q1 = (Ilayl)a
p2 = (v2,w2), G2 = (w2,Y2), (4.4)
b3 = (U37w3)7 q3 = ($37y3)7

encontrar a transformacao T tal que T(V) = W é equivalente a encontrar uma
transformacao 1" tal que

T(p1) = aq.
T(p2) = g (4.5)
T(ps) = gs-

Antes de determinar quem é T', é necessario ter em maos alguns resultados que
sao enunciados a seguir:

Teorema 2 Sejam p1, pz e p3 pontos nao colineares de IR?. Entdo, cada ponto p
do plano pode ser escrito de modo inico na forma

D = A1p1 + Aap2 + Azps,

onde A1, A2 e A3 sao numeros reais satisfazendo A1 + A2 + A3 = 1. Os coeficientes
A1, A2 e A3 sao denominados coordenadas baricéntricas de p em relagdo a p1, p2 €

D3.
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Demonstragdo: Basta observar que, dados p, p1, ps e p3, sendo p = (z,y) e p; =
(z4,9:), © = 1,2,3, os termos A1, Az e A3, tais que Zle A; = 1, sao solugoes do
seguinte sistema de trés equagoes a trés incognitas:

)\11‘1 + )\21‘2 + )\31’3 = X
Ayr A+ Asyzs =y (4.6)
Moo+ + oA =1

onde o determinante do sistema é dado por

T2 T1 T2 T3 X
D=|wy y ys|=| 1 72 " (4.7)
1 1 1 Y Y2 Y3 W

que representa o dobro da drea do tridngulo de vértices p1, ps € ps3, j4 que estes

nao sao colineares. Portanto, D # 0 e o sistema possui solu¢ao unica para cada p,

o que demonstra o teorema. =
Generalizando este teorema, obtém-se o seguinte resultado:

Corolario 1 Sejam ug, ui, -.., un, n+ 1 pontos do espago IR™, de modo que o con-
Jgunto {uy — ug, ug — Ug, ..., U, — Ug} forma uma base deste espago. Entao, qualquer
ponto u € IR™ pode ser escrito como uma combina¢ao de suas coordenadas bari-
céntricas da sequinte forma

u = Z)‘iui’ com \; € IR, Z)\i =1.
i=0 i=0

Definicao 3 Uma transformacao T : IR™ — IR™ € dita afim se
T(1-tu+tv)=Q—-t)T (u)+tT (v), Vu,v e R",Vt e R.

ejam u =S o A\u; um vetor do IR™ escrito como uma combinacdo
Teorema 3 S 0 Nilli
baricéntrica dos vetores ug, Ui, Ug, ..., Uy, € T : IR™ — IR™ uma transformacdo

afim. Entdo
=0 i=0

Demonstragao: Sera feita por inducao finita. Para o caso n = 1, temos A\g + \; =
1= X =1— ). Dai, pela definicao de transformacao afim, vem

T ()\ou + (1 — )\0) ’U)

AT (1) + (1= Ao)T (v) (4.8)

T ()\ou + )\1’0)

Agora, suponha que o teorema seja vélido para n — 1 pontos, isto é,
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T (”Zl )\iui> = "21 T (uy). (4.9)

Sejam Ao, A1, ..., Ay € R tais que > g A =leu=>3 1 \u; € R". Assim,
MFAMF.F A =1= X+ +...+ A 1=1—=A\,.
Se A, = 0 entao o teorema estd provado, pois recai no caso n — 1. E claro que

An #£ 1, pois se fosse, teriamos A\; = Ay = ... = A\,_1 = 0 e, neste caso, eles nao
formariam uma combinacao baricéntrica. Caso contrario,

=1. (4.10)

n—1
Ao+ AL+ e+ A i
Mot A+t Ay 1 =1—), =202 1=§

1—X\, 1-XA,
0

Dali,

- A A e AU
T (E Ai“i) = T <(1 —n) ( oUp + 1u11-1; - + 1U 1> i )\nun>
1=0 n

=Y (M“O“l“ll*; “"“””) + AT (uy)
(4.10) N :

= (1=A)T (Z : )\nu) + AT ()

(4.9) N

= (1= ; T T () + T ()

= /\0T (Uo) —|—/\1T(U1) + ... +>\n—1T(Un—1) +)\nT (Un)
= Z)\iT(ui),
i=0

como queriamos demonstrar. Logo, o teorema é valido V n € IN. =
Agora, seja (v,w) um vetor do plano. Podemos escrevé-lo como combinagao
baricéntrica dos vetores p;, ps e ps dados em (4.4). Mais precisamente,

3
(v, w) = A (v1, w1) + Aa(v2, w2) + A3(vs, w3), com Z)‘i =1, (4.11)

i=1
de onde se obtém um sistema anélogo ao dado em (4.6), com representacio matricial

U1 V2 U3 A1 v
w1 W2 wWs /\2 = w s (412)
1 1 1 A3 1
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cuja solugao é dada por

A L[ (0 =) (w—ws) = (v —v3) (w = w,)
Ny | = o | (0o we)(wwn) (0w (wows) | (413)
A3 (v—v1)(w—wz) — (v—1v2) (w—w1)

onde k = (v — va) (w1 —w3z) — (v1 — v3)(wy; — wa).
Assim, usando o fato de T" ser uma transformacao afim, pode-se aplicar os re-
sultados obtidos em (4.5) e no Teorema 3, donde

T(v,w) = T M (v1,w1)+ A2(v2, w2) + A3(vs, ws3))
= MT(vi,w1) + AT (v, wa) + A3T (v, w3)
= Ai(z1,91) + A2 (72, y2) + A3(23,93)
= (A1w1 + Aawa + A3x3, Miy1 + Aaya + Azys),

onde os valores A1, Ay e A3 sdo dados por (4.13).

Finalmente, para se obter uma aplicagdo afim que transforma o triangulo V' no
tridngulo W, primeiro calcula-se as coordenadas baricéntricas de um ponto (v, w) em
relacdo aos vértices de V e, depois, para encontrar T'(v, w), basta escrever os vértices
de W como uma combinacao das mesmas coordenadas baricéntricas encontradas.

Pode-se observar ainda que, para obter uma forma genérica para T, basta fazer

Mw) = (0 —v) (w—ws) ~ (0= v5) (w = ws),
Na(vw) = (0 =) (w—w) = (0= v2) (w — ws),
Na(ww) = (0= w0) (w—wa) = (0= v2) (w— wn),

e a transformacdo afim T : IR? — IR? é dada por

T (v,w) = A1 (v,w) (T1,y1) + A2 (v, W) (T2, Y2) + A3 (v, W) (23,Y3) - (4.14)

4.4. Interpolagao dos pontos transformados

Um dos problemas gerados pela deformacao de imagens é a criagdo de “buracos”,
devido ao aumento da area da figura transformada. Este buracos nada mais sao do
que pontos na imagem final g a qual nao foram atribuidos valores pela transformagao
de warping h.

A Figura 5 mostra com clareza o efeito causado por este problema. Para resolvé-
lo, existem varias técnicas de interpolagao que podem ser aplicadas, porém, as mais
utilizadas séo replicagdo de pixels (também chamado de filtro boz) e interpolacao
bilinear, devido étima relagao entre custo computacional e qualidade dos resultados.

4.4.1. Técnica de replicagao de pixels

Esta técnica consiste em, durante o processo de aplicacao do warping, fazer com
que os pixels nao definidos na imagem resultante sejam preenchidos com o valor
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do pixel definido mais proximo. Usualmente, este processo se resume em apenas
repetir na linha e na coluna seguinte da imagem resultante, o valor do pixel atual.
Por exemplo, considere um fragmento da imagem original f dado por

A g

Figura 5: Transformacao de warping h aplicado a uma imagem f e a imagem
resultante g.

FGd) fGg )
FlrLg) fli+Lj+1)

Apos a aplicagao da transformacgao h, obtém-se, por exemplo, a imagem g dada
por

g(i,j) 0 g(i,j+1)
0 0 0
g(i+137) 0 g(i+1,j+1)

Dai, aplicando-se o filtro descrito, vem

aGf)  gld)  gli+1)
g (i,7) g(i,7) g(i,j+1)
gi+19) g(i+1.4) g(i+1i+1)

Esse filtro, apesar de ser o mais rapido, é o que possui piores resultados. Como
aumentam-se os detalhes da imagem, os defeitos inerentes desta reconstrucao fi-
cam mais visiveis, deixando na imagem um efeito “quadriculado”. No entanto,
esse recurso é bem popular, devido a sua facilidade de implementagao e eficiéncia
computacional.
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4.4.2. Interpolacao bilinear

O método da interpolagao bilinear consiste em obter a cor de um pixel nao definido
através do cdlculo de médias, aplicado entre as linhas e colunas da imagem. Para
simplificar, considere que os pixel da imagem ¢ sdo dados por g(i,j). Assim, no
mesmo exemplo acima, sendo a imagem apds a transformacgao de warping dada por

g(,5) 0 g@,j+1)
0 0 0
gi+17) 0 g(i+1,j+1)

aplicando-se a interpolagao bilinear, obtemos

9(6)F9(in+1) g(i g +1)

g(i, j)
9(i,3)+9g(i+1,5) g(i,j)+g(i,j+1)+9&+1,j)+9(i+1,j+1) 9(i,j+1)+g(i+1,j+1)
2 4 2
g(i + l,j) g(z+1,g)+g(z+1,]+1) g(i 4 l,j n 1)

(a) ®) (c)

Figura 6: Transformacao de zoom da imagem (a) por (b) replicagao de pixels e (c)
interpolacao bilinear.

A interpolagao bilinear apresenta bons resultados e, ainda, é bastante simples
na sua implementagao, o que o torna um dos métodos mais utilizados na pratica.
A Figura 6 traz um exemplo onde a aplicacdo de warping é simplesmente um zoom
com escala 2, onde pode-se constatar na pratica a diferencga entre estes dois métodos.
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5. Aplicacao de warping a visualizacao de super-
ficies topograficas

Como aplicacao de todo este estudo sobre técnicas de warping, foi implementada
uma ferramenta no médulo de visualizagdo de superficies topograficas MicroDTM
ja desenvolvido (ver em [7] e [8]), que é capaz de distorcer uma dada imagem em
cima de um modelo digital de terreno criado neste programa.

Aproveitando o fato de que o MicroDTM trabalha com uma estrutura de dados
organizada na forma de malha triangular, este processo torna-se muito simples. Em
primeiro lugar, tem-se uma malha regular tridimensional como modelo digital do
terreno, onde cada vértice tem coordenadas (z,y, z). Apés a aplicacao das rotagdes
e da projecao escolhida, obtém-se uma malha bidimensional, com o mesmo niimero
de triangulos, s6 que totalmente transformada, o que da o efeito tridimensional ao

terreno.

De posse do niimero de triangulos da malha e da imagem digital, constréi-se uma
malha regular bidimensional em cima nas dimensoes da imagem e, cada triangulo
desta malha corresponde a somente um triangulo da malha transformada.

Desta forma, basta aplicar a técnica de warping por triangulacao em cima destas
duas malhas, obtendo a imagem distorcida em cima do modelo do terreno, como era
esperado. A plotagem da imagem é feita através de uma adaptacdo no algoritmo
do pintor, que determina a ordem de apresentagao dos triangulos e em seguida os
preenche com a parte da imagem que lhe corresponde. Todo esse processo pode ser
visualizado nas figuras seguintes.
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Figura 7: Textura a ser aplicada no grafico da funcao cos+/z2 + 42, obtida no
MicroDTM.
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Figura 8: Resultado da distor¢ao, sem a grade da malha triangular.
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