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Resumo. O objetivo deste trabalho é encontrar métodos de suavizar uma malha
triangular de pontos do espaco euclidiano, a fim de visualizar a superficie que
melhor se ajusta a esta malha. Para isso, foi necessario um estudo sobre algumas
parametrizagdes utilizadas nas reconstrugdes de superficies, tais como as de Coons,
Bézier e B-Spline, resultando em eficientes algoritmos para a determinacao de tais
superficies.

1. Introducgao

A representagao de superficies topogréficas no computador pode ser feita através de
malhas poligonais, de modo que as faces desta malha sejam formadas por triangulos.
Estas superficies sdo chamadas de malhas triangulares. Este tipo de representagao é
extremamente facil e evita, por exemplo, uma triangulagao de Delaunay, reduzindo
consideravelmente os custos computacionais de visualizagao.

Neste sentido, buscamos, neste trabalho, algumas técnicas de reconstrucgao de
superficies suaves a partir de uma malha triangular, que nada mais sao do que
métodos de ajustes de superficies, nos quais destacamos superficies de Bézier e
B-Spline.

H& ainda uma outra forma de parametrizacao destas superficies, chamadas su-
perficies de Coons, que utilizam dados nao intuitivos, como curvas de contorno e
vetores tangente, dificultando sua utilizagao.

2. Superficies de Coons

Superficies de Coons nescessitam da descrigao das curvas de contorno e/ou vetores
tangentes e mistos das mesmas, dependendo do grau de precisao requerido na re-
construgao da superficie. Esta serd obtida através de func¢des de combinagao, que
irao ditar o formato da superficie.

Serao descritos, a seguir, dois tipos de superficies de C'oons, que sao classificados
a partir de suas fungoes de combinagao: a linear e a bicubica.
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2.1. Superficie de Coons linear

Uma superficie de Coons linear é obtida através das quatro curvas de controle
P(u,0), P(u,1), P(0,w) e P(1,w), supostas conhecidas, e de uma fung¢ao de com-
binagao bilinear usada para determinar os pontos sobre a superficie.

Uma primeira tentativa de representar parametricamente tal superficie é tomar
a combinacao bilinear das curvas de contorno nas diregoes de u e w, ou seja,

Q(u,w) = P(u,0)(1 —w) + P(u,)w + P(0,w)(1 —u) + P(1,w)u.

No entanto, examinando o resultado nos cantos da superficie, por exemplo em
Q(0,0), tem-se
Q(0,0) = P(0,0) + P(0,0) = 2P(0,0).

E sobre os caminhos, por exemplo em Q(0,w), tem-se
Q(0,w) = P(0,0)(1 —w) + P(0,1)w + P(0,w).

Nenhum destes resultados correspondem aos dados originais da superficie como
visto. Este problema ocorre porque os pontos extremos da superficie (cantos) Sa0
contados duas vezes, por exemplo, o ponto P(0,0) estd contido nas curvas de con-
torno P(u,0) e P(0,w).

O resultado correto é obtido subtraindo-se os excessos dados pelos pontos ex-
tremos. Isto resulta em

Q(u,w) = P(u,0)(1 —w)+ P(u,)w+ P(0,w)(1 — u)
+P(1,w)u — P(0,0)(1 — u)(1 —w) (2.1)
—P(0,1)(1 — w)w — P(1,0)u(l — w) — P(1, 1)uw.

Assim, nos pontos extremos da superficie,

Q(0,0) = P(0,0),
Q(0,1) = P(0,1),
Q(L0) = P(L0),
QL1 = P(L1).
E, sobre as curvas de contorno,
Q(u,0) = P(u,0),
Qu,1) = P(u,1),
QO,w) = P(0,w),
Q(law) = P(law)'
Colocando (2.1) na forma matricial, obtém-se

Quw) = [1-u “][IIEE%Z”HP(U,O) P(u,l)]{lw]

-t A 1]
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ou ainda, mais resumidamente,

~P(0,0) —P(0,1) POw) ][ 1-w
Quw)=[1-u uw 1]| =P(1,0) —P(1,1) P(1,w) w . (2.2)
P(u,0)  P(u,1) 0 1

As fungoes (1 — u), u, (1 — w) e w sao chamadas fungoes de combinacao, pois
elas combinam as curvas de contorno para produzir o formato interno da superficie.

Figura 1: Superficie de Coons linear.

2.2. Superficie de Coons bicubica

A superficie de Coons linear, apesar de ficil implementacdo, ndao tem flexibilidade
suficiente para muitas aplicagoes.

As descrigoes de superficies discutidas nesta e nas segoes seguintes, trazem esta
requerida flexibilidade usando polindmios de alto grau, tanto para as curvas de con-
torno quanto para as func¢oes de combinag¢ao que descrevem o formato da superficie.

Superficies de Coons bictibicas utilizam splines ciibicas (ver mais detalhes em
[3] e [5]) em todas as quatro curvas de contorno e fung¢oes de combinagdo, também
ctbicas, sao usadas para definir o formato da superficie.

Assim, cada curva de contorno tem a seguinte forma geral:

P(t) = By + Bat + Bst® + Byt®, 0<t<l. (2.3)

Para uma spline ctbica simples, onde sdo conhecidos os vetores de posi¢ao e os
vetores tangente, cada uma das quatro curvas de contorno P(u,0), P(u,1), P(0,w)
e P(1,w) sao dadas por:

2 -2 1 1 Py
-3 3 -2 -1 P.

P - =[¢ e e 1] 00 P B @
1 0 0 0 P}
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onde 0 <t <1 e assume os valores de u ou w, conforme for apropriado. Aqui, P,
P, P| e Pj sao os vetores de posigao e os vetores tangente dos extremos de cada
curva considerada.

As funcoes de combinacao sao idénticas para as diregoes u e w, tendo sua forma,
geral dada por:

Fl=[ Fi(t) Fa(t) Fs(t) Fat) ] =[11N], (2.5)
ou seja,
2 -2 1 1
1.3 42 -3 3 -2 -1
[Fl=[# ¢ ¢ 1] 0 o0 1 0 (2.6)
1 o 0 O
Desenvolvendo este produto, obtemos
Fi(t) = 23 -3t> 41,
By(t) = —2t3+ 3¢,
Fy(t) = 3 —2t2 41,
Fy(t) = %
onde t assume o valor de u ou w conforme for apropriado.
Com isso, uma superficies de Coons bictbica é dada por:
Qu,w) = [ Fi(u) F(u) Fs(u) Fi(u) | (2.7
P(0,0) P(0,1) P,(0,0) P,(0,1) Fy(w)
P(LO) P(lal) Pw(lao) Pw(lal) FZ(w)
P,(0,0) P,(0,1) Pyu,(0,0) Pyuw(0,1) Fi(w) |’
P,(1,0) P,(1,1) Pu,(1,0) Pu,(1,1) Fy(w)

para 0 < u <1le0<w < 1. Usando a equagao (2.5), pode-se escrever (2.7) de
uma forma mais compacta:

T
Q(u, w) = [U][N][P][N]" [W], (2.8)
onde [U] = [ wP ou? w1 ] e [W] = [ wd w? w1 ]T.
A matriz [P], dada pela equagao (2.7), contém todas as informagoes requeridas
para gerar uma superficie de Coons bictibica. As submatrizes 2 x 2 em cada canto
de [P] contém:

vetores extremos
(de canto)

vetores tangente
(diregao u)

vetores tangente
(direcao w)
vetores de derivadas
mistas (u e w)

[P] =

Assim, uma superficie bictibica é definida pelos quatro vetores de posigdo (can-
tos), oito vetores tangente (dois em cada canto) quatro vetores de derivadas mistas,
também nos cantos, e por quatro func¢des de combinacgao cuibicas Fy, Fy, F3 e Fy.
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Funcao de ‘" P(1,w)

combinagdo

POw)\ Vetorde . ~P(1,0)

derivadas .
cruzadas
P(u,0)
Vetor tangente

Vetor tangente

P(0,0)

Figura 2: Geometria de uma superficie de Coons bicubica.

As derivadas paramétricas em qualquer ponto da superficie sao obtidas derivando-
se formalmente a equagao (2.8), resultando:

Qu(u,w) = 92 (u,w) = [U'][N][P][N]T [W],
Qu(u,w) = 52(u,w) = [U][N][P][N]" W],
Quu(ww) = 2 (u,w) = [U] [N][P]IN]" (W],
Quu(u,w) = 58 (u,w) = [U"][N][P][N]" W],
Quuw(uw) = 59 (u,w) =[U][N][P][N]" [W"],
onde
U] = [3u* 2u 1 0],
W = [3u?® 2w 1 0],
U] = [6u 2 0 0],
Ww" = [6w 2 0 0],

O vetor normal a superficie, importante para determinacao de superficies ocultas
e para aplicagdo em modelos de iluminagao, é facilmente calculado pelo produto
vetorial:

T = Qu X Qu (2.9)

Apesar de muito flexivel e de uma descricao precisa, este tipo de superficie é
pouco aplicavel devido a grande quantidade de informagoes requeridas pelo usudrio
para gerar a superficie. No entanto, com esta descrigdo matematica pode-se obter
um eficiente algoritmo.
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3. Superficies de Bézier

Superficies de Coons bictibicas consistem em uma flexivel e poderosa ferramenta no
desenvolvimento de superficies. No entanto, devido ao uso de splines cubicas, sua
utilizagao é prejudicada pela necessidade de especificar informagoes matematicas
precisas e nao intuitivas como, por exemplo, vetores de posi¢ao, tangentes e mistos.

Muitos destes problemas podem ser resolvidos utilizando-se uma extensao de
curvas de Bézier para superficies. Uma superficie de Bézier é dada por:

Qu, w) = Z Z B jJn,i(w) Ko, (w), (3.1)

onde J,, ;(u) e Kp, j(w) sao funcoes de base de Bernstein nas dire¢oes paramétricas
de u e w, dadas por:

Fk‘
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Aqui, os B, ; s@o os vértices da malha poligonal que define a superficie (Figura
3.). Sendo N e M os nimeros de vértices da malha poligonal nas diregoes de u e
w, respectivamente, entao os indices n e m sao dados por: n =N —-1em = M — 1.

Para superficies quadrilateras, a malha poligonal deve ser topologicamente re-
tangular, isto é, deve ter o mesmo numero de vértices em cada linha poligonal.

Figura 3: Malha poligonal que define a superficie de Bézier.
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Devido ao fato de superficies de Bézier utilizarem fungoes de base de Bernstein
como fungoes de combinagao, muitas propriedades destas superficies sao conhecidas,
como por exemplo:

e o grau da superficie em cada direcao paramétrica é um a menos que o0 nimero
de vértices em cada diregao;

a continuidade da superficie em cada dire¢do paramétrica é dois a menos que
o nimero de vértices em cada diregao;

e a superficie geralmente segue o formato da malha poligonal;

e somente os pontos extremos (de canto) da superficie e da malha poligonal sdo
coincidentes;

a superficie esta contida no fecho convexo da malha poligonal;

e a superficie é invariante sob transformagoes afins.

A forma matricial da equagao (3.1) é dada por:

Q(u,w) = [U][N][B] [M]" [W], (3:2)
onde
0] = [uw u! 1],
W] = [wm wm ! 1 ]T,
[ Bopo Bo,m
5] = z
L Bn,O Bn,m
[ @D G EDT e ()G (D)
GG ED (DG)EDE 0
[N] = : : :
(o) (1) (=1)? (D (") (=1)° 0
L @)@ ED? 0 0
F@eED™ () (ﬁii) (=pm=t () G (=1)°
(9) Gz ) (1™t () (o) (=)™ 0
M) = -
’3; E’" (—1)* (T) (" H(=1)° 0
L )@Y 0 0
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Por exemplo, para uma superficie de Bézier bicibica (4 x 4), a equagao (3.2) se
reduz a

-1 3 -3 1
3 -6 3 0
_ 3.2
Qlu,w) = [u u’ u 1] 3 3 0 o0
1 0 0 O
Boo DBoi Boa2 DBos -1 3 -3 1 w
« Biy Bii1 Bi2 Bis 3 -6 3 0 w2
Byg By Baa Bags -3 3 0 0 w
B3zo Bsi1 Bz2 Bss 1 0 0 0 1

As derivadas de uma superficie de Bézier sao obtidas pela diferenciagao formal
da equagdo (3.1) ou (3.2). Tomando-se a equagao (3.1), as primeiras e segundas
derivadas paramétricas sao:

Quu,w) = Y " By i(w) K j(w),

i=0 j=0

Qulnw) = 33 Bijdni(u)Kh, j(w),

i=0 j*(]

Quuw(u,w) = Z Z B ;J, (w)

ZO]O

Quu(u,w) = ZZBJ‘]II i (W),

=0 j=0
wa(u:w) = ZZB,]JYLZ K” ( )
=0 j=0

onde o apéstrofo denota a diferenciacao em relagao a sua respectiva varidvel. Para
Jn,i(u), por exemplo, as derivadas sdo:

Ty = S )
Jpi(u) = (=) u;(iui 1;)2i(1 —2u) Ini(u).

4. Superficies B-Spline

Sendo uma extensao natural de superficies de Bézier, uma superficie B-Spline é

dada por:
n+1m-+1

=D > BigNig(u) My (w), (4.1)

=1 j=1
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onde N; ;. (u) e Mj;(w) sdo funcoes de base B-Spline nas direcoes paramétricas de
u e w, respectivamente, dadas por:

' _ 1, sezx; <u<Lzip
Nia(u) = { 0, caso contrario ’ (4.2)

(u— ;)N g—1(u) n (Titk — u)Nip11(u)

Nig(u) =
Titk—1 — T4 Tit+k — Tit+1
e, ainda,
_ _ 1, sey; <w<yjn
Mja(w) = { 0, caso contririo ’ (4.3)
oy M M
M (w) = (w —yj)Mj—1(w) + (Yj+1 —w)Mjy14 1(“’)

Yj+1—-1 — Yj Yj+l — Yj+1

Aqui, os B;; sao os vértices da malha poligonal que definem a superficie. Nova-
mente, para superficies quadrilateras, a malha poligonal deve ser topologicamente
retangular. Sendo N e M os ntimeros de vértices da malha poligonal nas direcoes
de u e w, respectivamente, entdo os indices n e m sdo dados por: n = N — 1 e
m =DM — 1.

Os valores z; e y; sdo obtidos a partir dos vetores de nds [X] e [Y], que tém
uma significante influéncia sobre o formato da superficie B-Spline. Vetores abertos,
periédicos e nao uniformes sdo usados para este fim (ver mais detalhes em [1] e [5]).

Devido ao fato de funcoes de base B-Spline serem usadas para descrever as curvas
de contorno e as fungbes de combinagao, algumas propriedades destas superficies
sao imediatamente conhecidas, como por exemplo:

e a ordem maxima da superficie em cada dire¢do paramétrica é igual ao nimero
de vértices da malha poligonal que a define;

a continuidade da superficie é dois a menos que sua ordem em cada diregao
paramétrica, ou seja, C*=2 ¢ C'=2 nas diregoes u e w, respectivamente;

e a superficie é invariante sob transformacoes afins;

e se o numero de vértices da malha poligonal é igual & ordem da superficie
em cada direcao paramétrica, entao a superficie B-Spline se reduz a uma
superficie de Bézier;

e a superficie esta contida no fecho convexo da malha poligonal que a define.
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Figura 4: Superficie B-Spline e a malha poligonal que a define.

As derivadas paramétricas de uma superficie B-Spline podem ser obtidas pela
diferenciagao formal da equacdo (4.1), obtendo-se:

n+1m+1

Qulu,w) = Y > BijNj p(u)Mj(w),
i=1 j=1
n+1m+1

Qu(u,w) = > 3" BijNip(u)Mj(w),
i=1 j=1
n+1m+1

Quuw(u,w) = Z Z Bi jNj j,(u)M; (w),
i=1 j=1
n+1m+1

Qualusw) = Y BiyN/u(u)Mj(w),
i=1 j=1
n+1m+1

Quw(u,w) = Z Z B jNi () M} (w),

i=1 j=1

onde o apdstrofo denota a diferenciacdo em relacao a sua respectiva variavel. Para
N, 1(u), por exemplo, as derivadas sao:

Ni’kfl(u) + (U — .Z'i)NiI’k_l(’U,)

z/,lc(u) = Tirho1 — i
N (ipr — )Ny gy (u) — Ni+1,k—1(u)’
Tit+k — Tit+1
Z//k(u) _ 2Ni/,k—1(u) + (u— xi)Nz‘/,lk—l(U)

Titk—1 — Tj
n (Titk — U)Ni/g»l,kfl(u) - 2Ni’+1,k71(u)

Titk — Ti41
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5. Resultados

Como resultado da teoria apresentada aqui, foram desenvolvidos e implementados,
junto ao médulo de visualizagao de superficies topograficas MicroDTM ([6] e [7]),
algoritmos para a suavizagao de malhas triangulares utilizando dois métodos: su-
perficies de Bézier e superficies B-Spline. Considere a malha triangular dada pela

Figura 5.

Figura 5: Malha triangular de definigao.

Nas figuras seguintes, pode-se verificar as superficies obtidas por suavizagao
Bézier (Figura 6) e B-Spline de ordem 3 (Figura 7), com criagdo de 60 linhas
paramétricas em ambas as diregoes u e w.
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Figura 6: Superficie de Bézier gerada a partir da malha da figura anterior.
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Figura 7: Superficie B-Spline de ordem 3 ob
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Figura 8: Superficie B-
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A ordem da superficie B-Spline muda consideravelmente a apresentagdo da su-

perficie. Por exemplo, a mesma malha poligonal pode gerar uma superficie mais
suave, como visto na Figura 8.
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