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Resumo. Apresentamos uma versdo modificada do método de Lanczos para cal-
cular o subespaco invariante associado aos maiores valores singulares de matrizes
de Hankel de posto incompleto. O método utiliza recomecos implicitos para ace-
lerar a convergéncia e efetua produtos matriz vezes vetor de maneira rapida. Sao
apresentados resultados numéricos para ilustrar a potencialidade do método.

1. Introdugao

A estimativa dos d-maiores valores singulares e correspondentes vetores singulares
de uma matriz de Hankel H, com dimensao M x N, e cujas entradas sao amostras
de sinais discretos, tem atraido muita atengdo em diversas dreas, por exemplo,
ressonancia magnética nuclear, processamento de imagens, analise modal de estru-
turas mecénicas, etc. O subespaco gerado por esses vetores singulares é chamado
subespago sinal. Os sinais em estudo sao descritos por:

h(t) = rie®t + rpe®2t + ...+ rget, ¢ >0,

com 7, s; € C, real(s;) < 0,4 =1,...,d. As matrizes de Hankel sao do tipo:
h; hjpr - hjin—2 o hjenea
R hjin R
hj+;\4,1 hj;rM hj+M.+N73 hj+M‘+N72 MxN

onde h; = h(jAt), j > 0. Prova-se que posto(H) = d, [1]. Na prética, as amostras
disponiveis sao da forma h; = h; + €;, onde os €; denotam o ruido nas amostras e

assim, a matriz de Hankel H=H+E se comporta como sendo de posto completo.
O algoritmo mais conhecido para calcular valores e vetores singulares é o algo-
ritmo proposto por Golub e Reinsch [6]. Porém, como este algoritmo calcula todos
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os valores singulares, ele pode ser muito demorado e, portanto, inconveniente em
nosso caso, pois em geral d < min{ M, N'}. Isso motiva o estudo de algoritmos itera-
tivos para calcular decomposigoes espectrais parciais, as quais utilizam unicamente
multiplicacoes matriz vezes vetor. Alguns algoritmos deste tipo sao analisados em
[5], onde os valores e vetores singulares de interesse sdo computados a partir do
problema de autovalor associado a H*H , onde * denota a Hermitiana de H.

Neste trabalho, apresentamos algoritmos para calcular o subespaco sinal, os
quais utilizam Tteragoes de Lanczos e exploram multiplicagoes rapidas via FFT (Fast
Fourier Transform) [5]. Introduzimos uma escolha inicial dos processos iterativos
que garante convergéncia em no maximo d + 1 iteragoes quando o sinal for livre de
ruido, mostrando resultados numéricos que ilustram a validade desta propriedade,
ainda no caso de dados com ruido, desde que a separagao entre o4(H) e 5441(H) seja
bem notdria. Apresentamos, também, resultados tedricos sobre valores singulares
da matriz Hankel sem ruido, os quais explicam quando pode ser obtida a separagdo
acima descrita em fungao do tamanho do ruido nos dados.

2. Multiplicacao Rapida

Explorando a estrutura da matriz de Hankel e usando a Transformada Répida
de Fourier (FFT), é possivel diminuir o ntimero de operagdes necessérias para
efetuar multiplicacoes do tipo matriz-vetor. Sendo H € CM*¥N através do uso da
FFT, as conhecidas M N multiplicagbes complexas necessdrias para realizar essas
multiplicagées podem ser reduzidos para O((M + N)log,(M + N)). Para mostrar
como isto pode ser feito, vamos introduzir uma matriz circulante, denotada por C,

Co CN—-1 CN—2 ... (C1
C1 Co CN-1 -.. (2
C = Co C1 Co ... C3
CN-1 CN-2 CN-3 ... Co NxN

O seguinte teorema relaciona a transformada discreta de Fourier com matrizes
circulantes, e é a base do processo de multiplicacao rapida.

Teorema 1 Se C ¢ uma matriz circulante, entao C = F AFN onde FN é matriz
’ N )
de Fourier

1 1 1 . 1
1 w! w? wN-1
1 2 4 2(N-1)
r 1 w w w ’
N N
1 wN-1 2N-1) wN-D(N-1)

w = exp(—2mi/N) e A = diag(Fnc), onde ¢ denota a primeira coluna da matriz C.
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Usando o teorema acima, obtemos uma forma de realizar o produto y = Cx
usando duas transformadas de Fourier e uma transformada inversa de Fourier, as
quais podem ser feitas eficientemente via o algoritmo da FFT. O uso da FFT é
ainda melhor se a dimensao do vetor for uma poténcia de 2. Neste caso, o produto
matriz vezes vetor utiliza O(NlogaN) multiplicagdes complexas. Observe ainda
que, se for necessario calcularmos este produto para vérios vetores, sé precisamos
calcular Fyc uma vez, o que reduz o nimero de F'F'T a serem calculadas.

Considere agora a matriz circulante C' definida por

ha harv1 harge

har—1 has hM—l—l
hy ho hs
0 hy ha
C= : )
hnren-—1 0 0
haren—2 hargn—a 0

hara hary2 hags i

e observe que se introduzimos J = [eps epr—1 - - - €1], entéo

X X
=[5 5]

Para obter o produto y = Hz, basta fazer z = CZ usando a FFT de acordo com o
teorema acima com z = [z 0]7 e, a seguir, tomar as M primeiras componentes de

z, na ordem inversa, isto é, y = [zar 2m—1 - - 21]
Algoritmo 1 Multiplicagcao Rdpida.

1. Calcule g = Fnc

2. Calcule z = Fyx

3. Calcule w = g. % z

4. Calcule y = Fyw

onde (.*) denota a multiplicagdo ponto a ponto.

3. Meétodo de Lanczos com Recomecos Implicitos

Existem véarias técnicas para aproximar uma parte do espectro de uma matriz
simétrica. Muitas delas, baseadas na projegdo sobre subespagos de dimensao pe-
quena, normalmente subespagos de Krylov, dentre as quais destaca-se o método de
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Lanczos. A seguir, apresentamos uma modificacao do método de Lanczos, conhecida
como o método de Lanczos com recomegos implicitos, onde os produtos matriz vezes
vetor sao feitos através do algoritmo da multiplicacao rapida descrito anteriormente.

O método cléssico de Lanczos estd baseado no fato de que toda matriz Hermi-
tiana, A € CY*¥ pode ser transformada numa matriz tridiagonal 7', num nimero
finito de passos, através de transformagoes unitdrias [6]:

T =Q"AQ. (3.2)
Equacionando as j primeiras colunas de (3.2) obtemos
AQj = Q;T; +rje; (3.3)
onde r; = Biqj+1, Qj = (q1, ---, q;5), Q5Q; =1 e Tj é o menor j x j de T
ar
fr az [
T = ’
Bi-1
ﬁj—l e}
com «; = gfAq; e 3; = ||ri]|. Os vetores ¢; sdo chamados vetores de Lanczos.

Similarmente, a equagao (3.3) pode ser rescrita como
rj = Bjdjt1 = Agy — a;a; — Bj-14j-1- (3.4)

A partir de (3.4) é deduzida a recursao de Lanczos, a qual, dado um vetor inicial
q1, gera, a cada iteragdo, um novo vetor de Lanczos, e uma nova linha e coluna sao
adicionadas a matriz T;. Se 7;,¢;, 1 <1 < j, sao um par autovalor-autovetor de
T}, entdo os 77, chamados valores de Ritz, aproximam os maiores autovalores de
A, enquanto que os vetores y; = ;g;, chamados vetores de Ritz, aproximam os
correspondentes autovetores [6].

Algoritmo 2 Método de Lanczos Bdsico.
Seja A= H*H. Dados ro # 0, By = ||rol|, para j =1,2,..., faca:
1. qj = ’I“jfl/ﬂjfl

uj = Agq; = H*(Hgj;)

rji=uj — Bj_1gj—1

=T = 0
Bi = |l

Se desejar, calcule os valores de Ritz T; e vetores de Ritz y;. Se a quantidade
desejada de valores e vetores de Ritz convergiu, entao pare.

2.
3.
4. o = g5y
5.
6.
7.
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Uma deficiéncia do método é que, em aritmética finita, os vetores g; perdem a
ortogonalidade. Com isso, sdo produzidas cépias de vetores de Ritz ja calculados,
tornando o processo lento. Uma maneira de resolver este problema, é fazer uma
reortogonalizagao completa. S6 que, neste caso, além do trabalho extra para a reor-
togonalizacao, é necessario manter todos os vetores de Lanczos armazenados. Esta
idéia é chamada de Lanczos com reortogonalizacdo completa. No outro extremo,
tem-se o método de Lanczos sem reortogonalizagao, porém, com a exigéncia de uma
andlise mais detalhada das aproximacoes obtidas. Entre estes dois, estao os métodos
que fazem uma reortogonalizagao parcial, ou reortogonalizagao seletiva, isto é , reor-
togonalizam somente quando hé necessidade. Uma maneira de nao deixar o niimero
de vetores de Lanczos ficar muito grande, é recomecar o processo apés um nimero
fixo de iteragoes, com um vetor inicial escolhido de maneira a aproveitar a estrutura
da matriz A. Neste caso, a reortogonalizagao é possivel, pois somente um nimero
fixo de vetores de Lanczos é mantido na meméria.

Em problemas onde nao existe uma boa separacao entre os autovalores desejados
e os nao desejados, normalmente sao necessarios muitos passos de Lanczos para
convergir. Assim, a reortogonalizagdo completa apresenta uma desvantagem, pois
ela exige o armazenamento de todos os vetores de Lanczos. Uma forma de contornar
este problema, é recomegar as iteragdes apdés um nimero finito de passos, mantendo
a quantidade de vetores a ser armazenada fixa e a reortogonalizagio é feita somente
quando for necessario. Calvetti, Reichel e Sorensen desenvolveram um método de
Lanczos com recomegos implicitos (IRL) [4], o qual é uma adaptacdo do método
de Arnoldi com recomegos [8] para o caso Hermitiano. Este método forca o vetor
inicial a estar num subespago invariante da matriz através de repetidas filtragens
do vetor inicial e recomegando as iteragoes implicitamente.

O teorema abaixo afirma que se ¢; for uma combinagao linear de d autovetores,
entdo a recursdo terminard em d passos, com rq = 0. Além disto, a equagao (3.4)
forga os vetores de Lanczos a estarem no subespago gerado por estes d autovetores.
Assim, uma boa escolha de vetor inicial, é como tal combinacao.

Teorema 2 Seja A, xn uma matriz simétrica e seja AQq — QuTy = rdedT, com T
simétrica nao reduzida, passo d da fatoragdo de Lanczos de A. Entdo, rq =0 se, e
somente se, q1 = Vyx, onde

AVy = ViAy, (3.5)
com ViVq =14 e Ay uma matriz diagonal de ordem d.

Demonstragio. (=) Suponha que rg = 0. Entao, AQq = Q4Ty. Seja TyGyq = Galg
a decomposic¢do autovalor-autovetor de 1y, G;Gq = Iq. Chamando Vy = QqGa,
entdo AQyGq = QuaGalg, isto é, AVy = VyAg. Além disso, posto(Vy) = d e
@1 = Qqer = QuGeGler = Vyx, com = = Glie;.

(<) Suponha, agora, que AVy = VyA4, rank(Vy) = d e ¢ = Vgx. Entdo, para
qualquer inteiro m > 0, A™Vy = V4A' e, assim, para todo m,

A™qy = A™Vya = VyATz € R(Vy).
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Consequentemente, dim(K4T1 (A, q)) < posto(Vy) = d. Como Ty é ndo reduzida,
usando uma pequena modificagdo do Teorema 7.4.3 de Golub e Van Loan [6], temos
que dim(K41(A, q1)) = d e, entdo, rqy = 0. O

Fixando o numero de passos Lanczos em d + p, onde p em geral ndo é muito
maior do que d, sendo menor em alguns casos, obtem-se:

AQarp = QaypTarp + Bd+PQd+PG§+p' (3.6)

O IRL aplica o algoritmo QR com shifts a esta decomposicao truncada de A da
seguinte maneira: Seja pq um shift, calcule a decomposicao QR de Ty, — il =
X1Ry, onde X;, Ry € Cldtpx(dtr) x*x, — Ii+p € Ry é triangular superior.
Partindo agora de Tdip = X[ T4q+pX1, aplique novamente o algoritmo R com shift
2. Desta forma, apds p shifts obtém-se AQLP = QLPTLP + ﬂd+pq¢1+p+1e§+pf(,
onde Qd++p = Qd+pX, Tj_i_p = X*Td+pX e X = X1Xs+++ Xp. Analisando as
d primeiras colunas desta decompoisi¢ao obtém-se: AQ;{ = Q;TJ‘ + ﬂjq(‘;ﬂeg.
Partindo agora desta nova decomposicao de Lanczos e calculando p passos de Lanc-
70s, voltamos a mesma situagdo da equacdo (3.6). Portanto, o IRL consiste em
aplicar alternadamente p passos Lanczos e p shifts.

Os p passos QR aplicados desempenham um papel de filtragem do vetor inicial,
fazendo com que este esteja num subespago invariante apropriado, span(Vy). O
lema abaixo, extraido de [4], sugere que para eliminar o conjunto de autovalores
nao desejados de Ty, deve-se escolher os p shifts p; como sendo os autovalores
que estao na parte ndo desejada do espectro. Segundo Calvetti [4], estes shifts sdo
chamados de shifts exatos.

Lema 1 Seja AN(Ty+p) = {71, 7a} U{p1,-- -, 1p} uma particio disjunta do es-
pectro de Tyqp e seja

T+

by = X TaipX, (3.7)

onde X = X1X>. .. Xp e X; € implicitamente determinado pelo shift ;. Seja [(3;
o elemento da posicdo (j + 1) da subdiagonal de TLP. Se Bj #0 para 1 < 5 <d,
entao Bg =0 e
+
T+ — Td q
d+p 0 Tp ’

onde N(T ) ={m,....,74} ¢ MTy) = {1y s pp}. Além disso,

d
4" = QarpXer = myyj,

j=1

onden; € C ey; € o vetor de Ritz associado ao valor de Ritz T, isto €, y; = Qa+p9;
com Tqipg; = g;7j para 1 < j < d.

A demonstragao do Lema 1 pode ser encontrada em [5]. O lema mostra que a es-
colha dos shifts exatos, é matematicamente equivalente a recomegar as iteragoes com
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um vetor inicial, que é uma combinagao linear dos vetores de Ritz de A correspon-
dentes aos d autovalores desejados, isto é, como uma aproximg¢ao de uma combinagdo
linear dos d autovetores. O lema, porém, nao apresenta nenhuma informagcao sobre
a razao de convergéncia. Em [4], encontra-se uma discussao sobre outro tipo de
shifts. Antes de discutir a convergéncia do método apresentamos o algoritmo IRL
para aproximar os d maiores autovalores. Assume-se que 71 > 79 > ... > Td4p-

Algoritmo 3 Método de Lanczos Recomegos Implicitos e Shifts Exatos (IRL-ES).
Seja A= H*H. Dados ro # 0, By = ||roll:
1. Faga d+p passos usando o Algoritmo 2 (reortogonalizando quando necessdrio)
Repita
2. Calcule a decomposigao autovalor-autovetor de Ty, e teste a convergéncia de
Bld+p)i
3. Se a quantidade desejada de pares de Ritz convergiu, calcule os vetores de Ritz
e pare.
4. Aplique o algoritmo QR com shifts p=1;, j=d+1,...,d+p
5 Faga p passos de Lanczos, comecando de (3.7), e volte para o passo 2 acima.

Nossa discussao sobre a convergéncia dos valores de Ritz esta baseada no tra-
balho de Sorensen [10], onde é mostrado que & medida em que ocorrem as iteragoes,
os autovalores de T, convergem para certos limites. Partindo disto, mostramos que
estes limites s@o os autovalores de A e, ainda mais, que sdo os d maiores. Seja [
o numero da iteragao. Assim, qgl) representa o vetor inicial na iteracao [ e apds p
passos de Lanczos, tem-se

l { l
AQd+p Q((i—z-pTd—zp T((i—f-ped+P

() o, T
; w _ | Ty By edey
Seja Td+p = 5(1) 7 com autovalores Ty 11 > ... > Tgi41 >
H1i41 > -2 > Hpi41-
Aplicando p shifts, temos
(141)
S(H() % (1 T 0 I+1 y vy | Ld
XOrTOX0 - | T 0 ) g (o) ¢ ))[o }
P
onde X = Xfl) ... Xél) sao contruidos aplicando os shifts f11,741,. .- fpi41-

. . o -
Para mostrar que o limite para o qual as sequéncias {7;;};°, convergem sao
autovalores de A, vamos precisar de um lema auxiliar, o qual é enunciado a seguir:

T ﬂed

Lema 2 Seja M = [565 o

] uma matriz simétrica tridiagonal. FEntdo, as

raizes da equagao
Bl (T —A)"leg=a— A (3.8)

sao autovalores de M.
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Demonstracdo. A demonstracao segue do calculo do polinémio caracteristico de M,
ou veja [9].

Seja T'= GAG* a decomposi¢ao autovalor-autovetor de T. Como (T — \I[)~!1 =
G(A — AI)~1G*, substituindo na equagio (3.8) tem-se:

O

ﬁZZ%za—A, (3.9)

onde (11,72, ,m4) = eJG e A = diag(r1,---,74). Da equagao (3.9), pode-se
concluir que nenhum autovalor de M ¢ igual a 7;, 1 < i < d. Usando a propriedade
do interlacing, veja Glolub [6, pag. 396], tem-se:

ﬂ<7’d<7’:d<7'd,1<...7'1<’7:1 (3.10)

onde {71,...,7q, 1} sdo autovalores de M. Se os elementos da subdiagonal de T sao
todos ndo nulos, entdo os 7; sdo distintos (veja [9], capitulo 7) e nenhum dos 7; é
Zero.

Lema 3 Seja Ty) = GOAOGOH ¢ (nh nh ... nh) = el GW. Assuma que 7; sdo
disjuntos, onde 7;; — 7;. Entdo,

fmé——»O, quando | — oo, j=1,...,d
e, como uma consequéncia,
l l
14QV g = QW V7]l = [8mf| — 0,
onde ¢t = GWe, =1 d
g; = ejpara j=1,...d.

Demonstragdo. Considere a submatriz (d + 1) x (d 4+ 1) principal de T(ﬁgp

0 e,

M =
el a®

Do Lema 2, segue que os d maiores autovalores 7;; de M () satisfazem
Tl < ’IA'jl < Tjl+1,

onde a ultima desigualdade surge de p — 1 aplicagbes adicionais do Lema 2. Além
disso, através de manipulagdes algébricas da equagio (3.9), obtém-se:

d 2
(a - )‘) - 52 Zi:j+1 (.,.in,)\)

J—1 mi (=) ’
L+ T B

(Bn;)? = (15— ) (3.11)
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D

para qualquer raiz \. Substituindo da matriz T(g as quantidades apropriadas in-

dexadas por [ e fazendo A = 7, tem-se:

d ()2

N . )2 n;
B2 < |(r0 = 750l |(@© = 750 = 89 ST

i=j+1 (Tis = 751)
Observe que, como 7j; > 7j; > 7y para ¢ = 1,2,...,j — 1, entao o denominador na

equacao (3.11) é maior do que 1.
A hipétese de que o os limites 7; sdo distintos implica que

d 0?

. 0)? ";
(a(l)*le)* l(j) Z J

Sty i =A0|

tem limites finitos para cada j. Assim, para [ suficientemente grande, existe uma
constante positiva K tal que

BP0 < K|(750 = #;0)| < K|(r1 = 75041)] — 0, quando | — oo,

pois cada sequéncia {7;;,l = 1,2,---} é uma sequéncia crescente convergente, para
cada j=1,2,---,d. O
Como os T;; convergem para os autovalores de A, falta mostrar que estes sao os
J )
()

d maiores. Observe que o vetor inicial ¢;’ pode ser escrito como

oD = Vy(A)q
o w(@al

onde ¥;(A) = v [T5_1 (A — pei). Ti(N) = Hé:1 ¥;(X) e 1 é o vetor inicial original.
Teorema 3 Suponha que o vetor inicial g1 satisfaz vigr =v; #0 paraj=1,....d,
onde vj € o autovetor de A associado ao autovalor \; com os autovalores de A
listados em ordem decrescente. Seja Bgl) o elemento da posicao i da subdiagonal de
T(El) e assuma que Bi(l) > € > 0 para todo i,l. Entdo, as sequéncias

Ti1 — 75 = A; quando [ — oc.

Demonstracao. A hipbtese de ﬁi(l) > € > 0 assegura que a separagdo dos 7;; €
uniforme para todo I, de forma que os limites 7; sao distintos. Isto implica que
cada 7; é um autovalor de A. Além disso, essa hipétese implica em uma limitagao

inferior uniforme de |17J(-l)| e entao, ﬂél) — 0. Estas observacoes seguem do Lema 2.

Seja ﬁg)()\) = Hle()\ — 7;1) o polinémio caracteristico de Ty)

[T, (A — 7) o polindmio limite de 5

158 (A)g"|| = Hﬂ —0

e seja pa()) =
. Entao,
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e, portanto
by O =35y (Al — 0.
Assim,
Pa(Aj) =0 ou “/J(-l) — 0,
para todo j = 1,...,n. Isto significa que n — d dos coeficientes da expansao de

fyj(-l) tendem para 0 quando [ — oco. Além disso, como cada seqiiéncia {7;;,l =

1,2,...} é convergente para j = 1,---,d, temos que os d coeficientes da expansao,
correspondentes aos autovalores 7;, devem ser todos limitados inferiormente por 0
pela hipdtese 61-(” >e>0paratodoj=1,2,...,d—1el.

Suponha agora que A\j1 = 71 < A1. Entéo, o coeficiente da expansao ¢é

W o . YAa Ui(r)viian W)

o= ¥ q E) = 7 = ,
T T e (] T T w0l a2 00)

onde v;1 representa o autovetor de A associado ao autovalor 71 e ¢ = Z?:l YiVi,
Lo R
com vjv; = 0 quando i # j.
Assim,

()2 = (1 u(r)/ (M) v Yulm)
M+ i WYTN)/ PP (M) T Wi(M)

onde os ; sao os coeficientes da expansao de g;. Agora, as raizes f1;; dos polinémios
filtros satisfazem \,, < p;; < 717 < 71 < A1, de forma que

\I’l(Tl):ﬁ ﬁ(Tl'uik> S(Tl)\n)lp—)(),

Ui(A1) S \AL— lik A= An

pois (71 — An)/(A1 — Ap) < 1. O que é uma contradigdo. Conclufmos, entdo, que

71 = A1. Um argumento similar pode ser feito para cada j nos casos 7; < A; e isso

conclui a demonstracao. O
Até este ponto, analisamos a convergéncia do IRL, porém nao foi dito nada a

respeito da taxa de convergéncia. A seguir, apresentamos alguns resultados que
descrevem condigoes sob os quais obtém-se convergéncia rapida.

Lema 4 Seja A = B + 71 uma matriz Hermitiana M x M, onde B é Hermitiana
semi-positiva definida, posto(B) =d e 7 > 0. Se, 0s d autovetores associados aos
d maiores autovalores sao distintos, e se gy nao € ortogonal a menhum destes d
autovetores e ortogonal a no minimo uwm autovetor associado a um autovalor nao
desejado, entdo dim(K4T1(A,qo)) = d + 1, ou seja, o método de Lanczos converge
em no mdzrimo d + 1 passos.

Demonstragio. A prova deste lema decorre da propriedade: K™(A,q,) =
K™(A—17I,q,) = K™(B,q,) e dim(K™(B,q,) = d + 1, para todo m > d [12].
O
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Outro resultado importante em relagdo a convergéncia do método de Lanczos
aplicado ao calculo dos d maiores valores singulares, é que a taxa de convergéncia
depende da separagao entre o4 e d441 (ver Teorema 6.4.1 em [7]): quanto maior
a_separagao, maior é a taxa de convergéncia. Considerando que, em nosso caso,
H = H + E e posto(H) = d, e usando teoria de perturbagio de valores singulares,
segue que 0411 < ||E|| e que uma melhor separagao entre o4 e o441 ocorre quando
|E| < oq4 [6]. Isto mostra que o tamanho do o4, como uma fungado da dimensao
do problema e das caracteristicas do sinal, desempenha um papel importante na
convergencia do método. O seguinte teorema fornece uma estimativa para o4 no
caso em que sao utilizadas matrizes quadradas.

Teorema 4 Seja H a matriz de Hankel M x M, descrita em (1.1) com j = 0.
Defina z; = e51At e § = ming |21 — z;|, 1 <1,k < d. Entdo, um limitante inferior
para oq satisfaz

D2 1—-d
M 52] (1 — e720AtM)y) (3.12)

0d2K|:1+(d_1)

onde
1 1

K=-
p (1 _ 672(1At)’

a = min|real(s;)|, p=min|ry],

com D3, uma constante que depende do tamanho dos z e M.

Demonstragao. Primeiro observamos que a matriz de Hankel pode ser rescrita como

H=WRWT",
onde W é uma matriz de Vandermonde M X d, com entradas W (i,j) = z;-*l e
R = diag(ry,...,7rq). A seguir, usando propriedades de valores singulares, segue
que
oq > oq(R)oq(W)2. (3.13)
A demonstragdo termina aplicando o Teorema 3.2 de Bazan [3] 0.

Em [3], pode ser encontrada uma expressdo para Djs, onde é mostrado que
D2, ~ 0 quando M ¢ suficientemente grande e || ~ 1, o que é muito fregiiente
em aplicagbes envolvendo processamento de sinais. Em [2], é analisado o com-
portamento do limitante dado em 3.13 para matrizes de Hankel retangulares. O
resultado dessa andlise é que a estimativa serda melhor quando a matriz de Hankel
for quadrada.

O teorema sugere ainda que o4 deve crescer com a dimensao de H e que a
estimativa melhora quando os z; ficam perto do circulo unitario no plano complexo,
porém, nao muito préximos uns dos outros. Portanto, devemos utilizar matrizes de
Hankel quadradas com a maior dimensao possivel a fim de que o4 possa vencer o
tamanho da pertubagdo ||E||, possibilitando, assim, uma boa separacio entre o, e
Odi1-

Dos resultados obtidos do Lema 4 e Teorema 4, deduzimos que para obter con-
vergéncia rapida do método de Lanczos no calculo dos d maiores valores singulares
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da matriz de Hankel H e correspondente subespago invariante, deve-se ter || E|| < og,
a dimensao da matriz de Hankel deve ser a maior possivel e o vetor inicial gg deve
ter fortes componentes no subespaco de interesse. Quando isto é satisfeito, pode-se
esperar que a convergéncia seja rapida. Na secao seguinte apresentaremos um exem-
plo numérico que mostra que se | E|| < o4, entdo o método de Lanczos converge em
pouco mais de d iteragoes, desde que o vetor inicial seja escolhido adequadamente.

Finalizando esta secao, apresentamos uma escolha de vetor inicial para o método
de Lanczos, a qual mostra resultados melhores em relagao a velocidade de con-
vergéncia comparado com uma escolha aleatéria. Propomos como vetor inicial o
vetor qo = H*b, onde b = [h;_1, hj,..., hjin]*. Para explicar o motivo desta
escolha, considere a decomposigdo em valores singulares (SVD) de H :

H =USV* = 510107 + G2lials + - + onUNT Y-
Usando esta decomposigao segue imediatamente que
UHY=5;uh, j=1.2,...,N.

Este resultado mostra que, se |[E|| < oq4 e [|b —b]| < ||b]|, entdo as componentes
mais fortes do vetor gy estao associadas com os d primeiros vetores singulares, os
quais queremos aproximar.

4. Experimentos Numéricos

Para observar o desempenho do IRL em relagao a escolha do vetor inicial qp, a
escolha de p e do uso da multiplicacao rdapida, apresentamos resultados de alguns
experimentos numéricos realizados com um sinal proveniente de simulacoes em Res-
sonancia Magnética Nuclear [11]. O método foi programado em Matlab, e para
medir o tempo computacional gasto, foi usada a fungao flops do Matlab. O sinal
foi construido através da seguinte modelagem:

Ej _ Zzzlakeime(akﬂwk)jm +e, j=1,2,---,512, (4_14)
l 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
aj 75 | 150 | 75 | 150 | 150 | 150 | 150 | 150 | 1400 | 60 500
o -50 | =50 | -50 | -50 | -50 | -50 | -50 | -25 | -286 | -25 | -200

wi\(2r) | -86 | -70 | -54 | 152 | 168 | 292 | 308 | 360 | 440 | 490 | 530
o) 135 | 135 | 135 | 135 | 135 | 135 | 135 | 135 | 135 | 135 | 135

Tabela 1: Parametros do sinal, onde a; é dada em unidades arbitrarias, a; e w; em
Hz e ¢; em graus.

onde os parametros a;, a;, w; € ¢; representam a amplitude real, o fator de decaimento,
a freqiiéncia angular e a fase, respectivamente. Os ¢; correspondem ao ruido, o qual,
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em nossos testes, foi gerado usando o comando randn do Matlab com diferentes val-
ores de desvio padrao (o = 5,10,15). O sinal mostrado possui 11 exponenciais, e
0s paramentros a;, oy, w; € ¢; sao dados na Tabela 1.

A partir do sinal, foram geradas matrizes de Hankel de ordem 256 x 256, de
acordo com (1.1). Na Figura 1, mostramos os 15 maiores valores singulares de
H , para dois niveis de ruido correspondentes a ¢ = 5 e o = 15, bem como os 11
valores singulares nao nulos da matriz de Hankel H. Observe que para o = 5,
existe um gap bem notorio entre g1 e o12. Quando o nivel de ruido é aumentado
para o0 = 15, este gap diminui, tornando o problema de calcular os 11 maiores
valores e correspondentes vetores singulares mais complicado. Além disso, se o
ruido introduzido for muito alto, ou seja, se ||E|| > o011, este tltimo valor singular
pode nao ser recuperado.

Valores Singulares
10000

9000 R
8000
7000F #
6000 2
L
5000 &
4000F
3000 %
2000+ a
g g
1000} 5 5 L, .
N
X X
0 X

Figura 1: Em ’0’ os 11 valores singulares nao nulos de H, em 'x’ e '+’ os 15 maiores
valores singulares de H para o = 5 e ¢ = 15, respectivamente.

o | p | Recomegos | Recomegos | razaol | razao2
qo aleatorio | qg = H*b

515 3 0 3.2476 | 4.5251

10| 7 5 0 5.6751 | 4.2278

15 | 10 8 8 1.0057 | 2.2862

15 | 11 7 0 9.7371 | 3.6875

Tabela 2: Comparacao do nimero de operacdes de ponto flutuante para o IRL-ES,
p denota o niimero de passos Lanczos adicionais.

Para observar a performance do método em relacao a escolha do vetor inicial,
foram realizados testes numéricos com qg aleatério e com qqg = H*b, para varios va-
lores de p. Os resultados dos experimentos sao mostrados na Tabela 2, onde razaol
denota o quociente entre o niimero de flops gastos quando o método é inicializado
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com ¢ aleatdrio e o numero de flops gastos quando gy = H*b. Analisando os
resultados numéricos dessa tabela, concluimos que se o nivel de ruido é alto, o
valor de p deve ser tomado um pouco maior do que d, caso contrario, o valor de
p é, em geral, menor do que d. Além disso, verificamos que a convergéncia é mais
rapida quando o vetor inicial é escolhido como gy = H*b. A tabela apresenta
também, na terceira coluna, a razao entre o ntimero de flops do IRL-ES sem o uso
da multiplicagao rapida e com o uso da multiplicacao rapida. Foram realizados os
mesmos testes para outros sinais e os resultados obtidos foram similares.

5. Conclusoes

A transformacao do problema de valores singulares num problema de autovalo-
res nos permitiu o calculo parcial dos valores singulares, o que é muito relevante no
nosso caso, pois os métodos tradicionais para o calculo de valores singulares calculam
todos os valores singulares e nao levam em conta a estrutura da matriz H. O uso
da multiplicagao réapida nos permitiu explorar a estrutura da matriz H, tornando
mais rapida a multiplicagao matriz-vetor. Por outro lado, foi proposta uma escolha
inicial para o processo de Lanczos, a qual aumenta a taxa de convegéncia em relagao
a escolha aleatoéria.
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