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Resumo. Neste trabalho estabelecemos uma caracterizacdo do nimero de repro-
dutibilidade basal Ry para uma doenga infecciosa de transmissao direta como sendo
o raio espectral da derivada de Fréchet de um operador integral. Obtemos limites
inferior e superior para Ry e condicées suficientes para a unicidade da solucdo néao-
trivial da forga de infeccdo, que neste caso pode ser atingida como o limite de uma
seqiiéncia recursiva. Como aplicagdo, consideramos uma taxa de contato constante
em todas as idades e obtivemos resultados cldssicos bem como o esfor¢co minimo de
vacinagao necessario para a erradicagdo da doenca.

1. Introducao

Um parametro de interesse em modelos epidemiolégicos é o namero de repro-
dutibilidade basal Ry. Ele representa a capacidade intrinseca que um microor-
ganismo tem de invadir e se estabelecer em uma comunidade. No caso de doengas
infecciosas de transmissao direta, onde o agente etiolégico é um microparasita, Ry
pode ser definido como o numero total de infec¢bes secundérias que um tunico in-
dividuo infeccioso é capaz de produzir em uma populacdo hospedeira totalmente
suscetivel. Assim, se Ry < 1 a doenga se extingue e se Ry > 1 temos a infecgao
em nivel endémico. A dificuldade na obtengao direta de Ry deve-se ao fato dele re-
unir em si nao sé as caracteristicas biolégicas da doenga e fisicas do ambiente, mas
também englobar o comportamento social da comunidade onde tenta se estabelecer.

Se a populagao for assumida homogeneamente misturada, ou seja, os indivi-
duos nao sao distingiiidos do ponto de vista epidemioldgico, segue da Lei de Acgao
das Massas uma equacao que ao mesmo tempo fornece uma maneira de estimarmos
o numero de reprodutibilidade basal e uma condigao para controle epidemiolégico
da doenga (Anderson e May [1]). Esta equagao é dada por

1= RQ.Z‘*,
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onde z* representa a fracao de individuos suscetiveis no equilibrio (note que z* pode
ser efetivamente encontrado, por exemplo, a partir de estudos soroldgicos).

No entanto, a assercao de ser a populagao homogeneamente misturada é muito
restritiva e efetivamente nao se verifica no caso, por exemplo, de doengas infecciosas
de transmissao direta, como rubéola, sarampo ou catapora. Estas doencas infan-
tis tém visivelmente uma idade-dependéncia na sua taxa de transmissao. Desta
maneira, um modelo mais realista para doencas infecciosas de transmissao direta
deve conter algum tipo de heterogeneidade. Essa nao-homogeneidade foi intro-
duzida na taxa de transmissdo de vérias maneiras [1], [6], [7], [8] e [12]), e a partir
desta assercao varios resultados acerca do numero de reprodutibilidade basal Ry
foram deduzidos.

Greenhalgh [5] e Inaba [8] caracterizaram Ry como sendo o raio espectral de
um operador integral, respectivamente, para fungoes separdveis e um subconjunto
especial de £ [0, L], onde L representa a idade méxima de vida. Em nosso trabalho
utilizamos um modelo idade-estruturado e caracterizamos Ry como sendo o raio es-
pectral da derivada de Fréchet de um operador integral agindo no espaco de Banach
de fungoes continuas sobre [0, L] e obtemos limites inferior e superior para Ry. Esta-
belecemos condigoes suficientes para a unicidade do estado estacionario nao-trivial e
uma maneira recursiva para obtengdo da forca de infecgao. Considerando uma taxa
de contato constante para todas as idades re-obtemos resultados cldssicos e uma
forma de calcular o esforco minimo de vacinacdo v*" necessério para a erradicacio
da doenga.

2. O modelo

Para descrever o espalhamento de uma doenga infecciosa de transmissao direta em
uma populagao idade-estruturada, consideramos um sistema de equacoes integro-
diferenciais. Assumimos a populagao fechada e dividida em compartimentos des-
ignados por X (a,t), H (a,t), Y (a,t) e Z (a,t), que representam, respectivamente,
a densidade de individuos suscetiveis, latentes (infectados mas nédo infecciosos), in-
fecciosos e imunes na idade a no instante t. O tamanho total da comunidade é
assumido constante de modo que a taxa de mortalidade p e a taxa de nascimento
X, devem satisfazer a equagao

L a
— [ p(s)ds
Xb/e Lot gy 2, (2.1)

0

onde L representa a idade méxima que um individuo pode atingir.

Nao estamos considerando a imunidade derivada de anticorpos maternos e nem a
transmissao vertical (sendo assim, todos os recém-nascidos sao considerados susceti-
veis), assim como nao consideramos a perda de imunidade e a mortalidade induzida
pela doenga.

As consideragoes acima resultam no seguinte sistema de equacoes diferenciais
parciais
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‘;—g (a,t) + ;—z (a,t) = —[A(a,t)+v(a)+ ul X (a,t)
2 (a,t) + S (a,t) = X(a,t) X (a,t) = (p+0) H (a,1) (2.2)
g—g (a,t) + % (a,t) = oH(a,t)—(p+7)Y (a,t)
5= (a,t) + 57 (a,t) = v(a) X (a,t) +7Y (a,t) — pZ (a,t),
com a forga de infeccao na idade a no instante ¢ definida por
L
A(a,t) = /ﬂ (a,a")Y (d',t)dd’, (2.3)
0

onde [ (a,a’) é a taxa de contato idade-estruturada entre individuos suscetiveis na
idade a com individuos infecciosos da idade a’, v (a) ¢ a taxa de vacinacdo, c=1 é o
perfodo médio de incubacdo e =1 é o perfodo médio de recuperacio (ou infeccio).
A partir das simplificagoes do modelo temos as condigoes de fronteira do sistema

(2.2) dadas por
X (0,t) = X,

H(0,t) =Y (0,t) = Z(0,t) = 0. (2.4)

3. A caracterizacao de Rj

Resolvendo o sistema (2.2) e as condigoes de fronteira (2.4) no estado estaciondrio,
e substituindo na expressao para a forga de infecgdo dada pela equagao (2.3) temos

r —fC/\(S)ds
Mo = [B@or©e (31)
0
onde o nicleo é dado por
¢ L L
B (a,0) = oXpe 870 / e (= 0rs / B(a,a)e ) dal | ds.  (3.2)
¢ s

As definicoes e os resultados matemaéticos necessarios para um bom entendi-
mento do que serd desenvolvido podem ser encontrados em Griffel [4] e Kreyszig
[11] (andlise funcional), Deimling [3] (andlise funcional ndo-linear) e Krasnosel’skii
[9] [10] (operadores integrais). Nossa intengao é apresentar os resultados estrita-
mente necessarios a compreensao do texto.

Consideremos o operador integral T' agindo no espago de Banach C'[0, L], o
conjunto de fungdes continuas do intervalo [0, L] em R com a norma usual || f|| =

sup |f (a)], com cone C'[0,L]" = {f € C[0,L] : f (a) > 0}, definido pela equacio
a€(0,L]

L
T (a) / B(a,0) M(GA(Q), v (O)A(Q)de, (3.3)
0
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onde
— f)\(s)ds - fl/(s)ds
M(¢A(Q),v(¢)=e © e , (3.4)
e
L L
B (a, () :UXb/e_”(S_Oe”S /ﬂ(a,a’)e_(“J"y)“lda’ ds. (3.5)
¢ s

Vamos assumir que:

(i) B(a,a’) é continua e positiva, exceto possivelmente em a = @’ = 0, onde
B (a,a’) pode ser igual a 0, e

(ii) v (a) é continua ou continua por partes com no maximo um nimero finito de
descontinuidades, e é limitada. Entéao as seguintes propriedades de M ({, A (¢), v ({))
e B (a,() podem ser facilmente verificadas:

(a) B (a,() estd definida em [0, L] x [0, L] e é positiva e continua em a e ¢,

(b) M (¢, A (€),v (€)) esta definida em [0, L] x [0, 00) X [0, 00), é positiva, continua
em ( para cada A e v, estritamente mondtona decrescente em A para cada ( e v, e
existe k; > 0 tal que

|M (¢, A1 (€), v (€)) = M (¢, A2(C) v ()] <k [[Adr = Aal + R (A1, A2) s

com lim R(A,A)=0,¢
[A¢1—=X2(|—0
(c) existe um numero real m > 0 tal que |M ({, A (¢), v (¢))| < m para todo (, A
ev.

Lema 1 O operador T definido pela equagio (3.3) € positivo, completamente con-
tinuo e tem derivada forte de Fréchet em 0 € C'[0, L] na direcdo do cone C' [0, L]"
dada pela equagao

L
' (0) 1 (a) = / B (a,¢) M (¢,0,v (Q)) h () dC. (3.6)
0

Além disso, T’ (0) € um operador linear, completamente continuo e fortemente
positivo.

Demonstra¢ao. Na demonstracao do lema usamos, além das definigoes, os seguintes
resultados cldssicos: o Critério de Compacidade (Kreyszig [11], pdgina 407) e o
Teorema de Ascoli (Kreyszig [11], pdgina 454).

Para demonstrarmos que Ry = r (77 (0)) utilizamos os teoremas enunciados
abaixo. Nos teoremas, X, K e T serao, respectivamente, espago normado, cone e
operador gerais.
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Teorema 1 (Krasnosel’skii [9], p. 135) Seja T um operador positivo (com T (0) =
0) tendo a derivada forte de Fréchet T' (0) e a derivada assintdtica forte T' (c0),
ambas com respeito ao cone. Suponhamos que o espectro do operador T' (00) esteja
contido no circulo |u| < p <1, T'(0) tenha em K um autovetor hy cujo autovalor
€ maior que 1, ou seja,

T/ (0) ho = pioho,
onde po > 1 e T"(0) ndo tenha em K autovetores correspondendo ao autovalor 1.

Se T é um operador completamente continuo entdo T tem pelo menos um ponto fizo
nao-trivial no cone.

Teorema 2 (Deimling [3], p. 228) Sejam X um espaco de Banach, K C X um
cone sdlido, isto é, int (K) # 0, e T : X — X um operador linear, compacto e
fortemente positivo. Entao:

(i) r(T) > 0, onde r (T) é um autovalor simples com autovetor v € int (K) e ndo
existe outro autovalor com autovetor positivo.

(ii) Se A é um autovalor e X # r (T) entdo |\ < r(T).

(iii) Se S : X — X € um operador linear limitado e Sz > Tx em K, entdo
r(S)>r(T). Além disso, se x € K,x >0 e Sx > Tx, seque v (S) > r(T).

Teorema 3 (Teorema de Existéncia) Seja T : C[0,L] — C[0,L] o operador
definido pela equagao (3.3), ou seja,

Tu(a)=L/I3GLC)A4(CMAK),V(CDlé@)dC

Se r(T'(0)) <1 entdo a dnica solugdo da equagdo
L
Mo = [ B@OMGAQ) )N O (3.7)
0
€ a solugao trivial. Caso contrdrio, se v (T (0)) > 1, entdo existe pelo menos uma

solugao positiva nao-trivial para esta equagao.

Demonstra¢do. Seguimos inicialmente o mesmo argumento usado por Greenhalgh
[5].

Suponhamos 7 (T” (0)) < 1 e que a equagao (3.7) tenha uma solucao positiva nao-
trivial \*, isto é,

L
N (@)= [ B@OMEN ©w@ON O
0
Sendo A\* > 0 e M ((, \,v) estritamente mondtona decrescente em A, temos
L
[ B@OMEN Q@)X (©d<T 03 (@),

0
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Como ambos os lados da equagao acima sao continuos num compacto, existe € > 0
tal que
A (1+¢e) <T (0) \*.

Iterando a equacao anterior n vezes temos
AN (1+e)" <T (0)" \*.
Assim
A (L+e)" [ < 177 (0)" X[ < 177 (0)" [ A"
(L+e)" < 7" (0)"],
para todon =1,2,3,... . Pela Férmula de Gelfand,
r (17 (0)) = Tim |7 (0)"]",

segue que r (77 (0)) > 1, o que é uma contradigao.
Suponhamos agora que r (77 (0)) > 1. Primeiro calculamos 7" (00) . Para todo u €
K, temos

desde que
¢
[ u(s)ds

L
zﬁwz/ﬂ@oéﬁ u (¢) d,
0

onde B’ (a,() é dado pela equagdo (3.2), entdo T" (c0) = 0. Agora, mostramos que
T é fortemente assintoticamente linear com respeito ao cone C'[0, L]Jr , Ou seja,

Te—T'
lim sup T (c0) z] =0.
R=0 2| >Roek [l
Note que
¢
L , — [ x(s)ds
|Tz| = sup |[B'(a,()e © z (¢) d¢
a€l0,L] |0
[ a(s)d
Sm/ 1_67.093(3) s 7
onde m’ = sup |B’(a,()|. Entao
a,C€[0,L]
lim  sup e (COC sup 1Tzl

Il

R=00 ||z)| > Roe K R=00 ||z > Roe K

< lim sup
R=00 2| >R ze K
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ou seja, T é fortemente assintoticamente linear com respeito ao cone C'[0, L]Jr e sua
derivada assintética forte com respeito ao cone C'[0, L]" é T" (o00) = 0.
Consideremos a identidade pg = 7 (I” (0)) no Teorema 1. De acordo com o Teorema
2, r(T"(0)) é um autovalor simples de 7" (0) com autovetor no int (K) e ndo existe
outro autovalor de 7" (0) com autovetor positivo. Pelo argumento anterior, sendo
T’ (0) um operador positivo, 1 ndo pode ser um autovalor positivo de 7" (0). Desde
que T é completamente continuo, todas as condi¢oes do Teorema 1 sao satisfeitas,
o que resulta que a equagao (3.7) tem pelo menos uma solugao positiva ndo-trivial.
u

4. A unicidade da solucao nao-trivial

Nesta secao estudamos condigoes suficientes para que a solu¢ao nao-trivial da equagao
(3.1) seja tnica e possa ser atingida por aproximagoes sucessivas. Sao utilizados re-
sultados acerca de operadores concavos.

Teorema 4 (Krasnosel’skii [9], p. 188) Se o operador A € uy-mondtono, entio a
equacao
Az = nx,

nao tem duas solugoes nao-nulas distintas no cone para algum valor do parametro
7.
Teorema 5 (Krasnosel’skii [9], p. 192) Seja a equagdo

Ar =,

onde A € um operador céoncavo mondtono tendo uma unica solugao nao-nula x* no
cone K. Se uma da seguintes condigoes € satisfeita:

(a) O cone K ¢ reqular e o operador A é continuo.

(b) O cone K é normal e o operador A é completamente continuo.

Entao as sucessivas aprorimagoes

Tp=Az,_1(n=1,2,...)

convergem com respeito a norma para x* independente da aproximacdo inicial xo €
K, o 75 0.

Seja A o operador agindo no espaco de Banach C [0, L] com cone C[0,L]",
definido por

L ¢
— | u(s)ds
Au = /B’ (a,{)e § u (¢)d¢, (4.1)
0
com
L
~ [ v(s)as
B’ (a,¢) = o Xpe "’ /e*U(S*C)e“G (a,s)ds (4.2)

¢
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L
G(a,s) = /ﬂ (a,a’) e M qq! . (4.3)

A equacdo (4.1) pode ser reescrita como

o~

u(s)ds 4
Au(a) = B’aO—i—/e{ 83

0

(a ¢) dg, (4.4)

de maneira que temos

L ¢ ¢
— [ v(s)ds — [(u(s)—v(s))ds !
Au—Av:/e ! e : -1 (9832 (a,¢)dC.

0

Para u > v, se 86—]? (a,¢) < 0 temos Au > Av e portanto o operador A é mondtono.

Calculando ‘9{% (a,¢) temos que esta derivada parcial é dada por

¢ L

¢
/ — [ u(s)ds
86%(@,() = —oXpe ’ dilg /V(s)ds e"c/e’s("’"*)G(a,s)ds

0 ¢

L
+a (a,¢) — e’ / e *"=NG (a,5) ds
¢
Observe que %—?, (a,¢) <0 se
L
G (a,¢) — J/e_"(s_oe”SG (a,s)ds > 0.
¢
Contudo
L
G (a,() =0 / PdSar e (a,¢)ds + e¢oll=0ag (a,0),
¢

portanto

L
e7°G (a,¢) — o [e 797G (a,5) ds =
¢

L
= e L=0G (a,() + 0 [ 7779 [e7°C (a,() — €7°G (a, s)] ds.
¢

Sendo assim, se €7°G (a, s) é decrescente em s para todo a, temos 38—’? (a,¢) <0
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s

Teorema 6 Se a funcao H (a,s) = €"°G (a,s) é decrescente em s para cada a,
entdo o operador A definido pela equacao (4.1) é up-mondtono, onde ug = 1, e
completamente continuo.

Demonstracao. Que A é positivo e completamente continuo é de facil verificacao.

Utilizando as observacoes feitas anteriormente acerca do operador A e seu nicleo, a
defini¢ao de ug-mondétono, e o Primeiro Teorema do Valor Médio (Bartle [2], pdgina
301), é possivel verificar a afirmacao que A é up-mondtono, onde uy = 1. ]

Teorema 7 Seja a funcio H (a,s) definida por

H(a,s)=¢ G(a,s)
decrescente em s para cada a, e o operador T : C[0,L] — C[0,L] definido pela
equagdo (8.8). Se r(T"(0)) > 1 entdo a equagdo (3.1), ou seja,

¢
— [ X(s)ds
0

L
Aa) = / B (a,0) ¢ Q) e,
0

tem uma unica solucao nao-trivial que € atingida por aproximacoes sucessivas dadas
por
An =TAp—1, (4.5)

onde n =1,2, ..., e independe da aprozimagio inicial \g € C'[0,L]T, Ao # 0.

Demonstragdo. O operador T é completamente continuo e up-monétono e C' [0, L]+
¢ um cone normal. Usando o Teorema 3 (Teorema de Existéncia) vemos que a
equagao tem pelo menos uma solugao positiva nao-trivial. Segue entao dos Teorema
4 e Teorema 5 a convergéncia da seqiiéncia (4.5) para a solugdo. ]

5. Limites inferior e superior para Ry

O principal resultado desta secao trata da possibilidade de estimarmos limites para
o raio espectral do operador T (0), que caracteriza o niimero de reprodutibilidade.

Teorema 8 (Krasnosel’skii [9], p. 67) Seja um operador A linear, positivo e com-
pletamente continuo. Seja a rela¢do

APug > aug
com a > 0, satisfeita por algum elemento nao-nulo ug tal que

—U0¢K

Uy =v — W,
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onde v,w € K e p é algum numero natural.
Entao o operador A tem pelo menos um autovetor u* € K,

Au* = ™,

onde o autovalor positivo A satisfaz a inequacdo

Teorema 9 (Zabreyko [13]) Seja A um operador linear, positivo e completamente
continuo satisfazendo a inequagdo

Aqvo < 6’007

onde vy € um elemento quase-interior do cone K. Entao

onde 1 (A) € o raio espectral de A.

Teorema 10 Seja o operador linear T' (0) sobre o espago de Banach C'[0, L] com
cone C'[0, L]+ dado pela equagao (3.6), isto é,

T/ (0) 1 (a) = / B (a,¢) h (¢) d,

onde B’ (a,() € dado pela equagio (3.2).

FEntao
L

inf /\B’ a,¢)|d¢ <r(T'(0)) < sup / (a,Q)| dC. (5.1)

a€l0,L] acl0,L]

Demonstra¢ao. Tomando no Teorema 8, A =T (0), p=1e uy =1 e no Teorema
9A=T'(0),¢g=1¢e vy =1, segue a desigualdade (5.1). ]

6. Aplicando para uma taxa de contato constante

Considerando uma taxa de contato sendo constante em todas as idades, dada por

6 (aa’) =5,

v(a)=v0(a—a1)b(az—a),

e a taxa de vacinagao dada por

onde 6 é a funcao de Heaviside, v é uma taxa de vacinagao constante e a; e as sao
idades tais que 0 < a; < ag < L, temos que o operador
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Li —fc)\(r)dr
TA@ = [Bo)e )d.
0
onde
¢ L L
B 1O i [ gt | [ mtwnal gy
B(C):ﬁo’Xbe 0 eo' 6'7 g)s e 14 ’Yllda dS,
¢ S

é positivo e completamente continuo, com derivada de Fréchet no ponto 0 na diregao
de C'[0,L]" dada por

1%@M@=/§@M@Mg

a qual é um operador fortemente positivo e completamente continuo.
Usando o Teorema 3 (Teorema de Existéncia) temos o nimero de reprodutibili-
dade R, dado pelo raio espectral de T" (0), ou seja,

R, = sup{|n| : n é um autovalor de 7" (0)},

ja que T" (0) é completamente continuo. Pelo Teorema 2 temos r = r (1" (0)) como
um autovalor simples com autovetor pertencente ao interior de C' [0, L] (o conjunto

{f eCl0,L]": f(a) >0,a € [O,L]}) e ndo existe outro autovalor com autovetor

L
positivo. Considerando h (a) = [ B (¢) d¢, temos
0

L L
T (0)h(a)= [ B() | [ B(<)dC] dc,
Jroffre

ou seja,

L L

T (0)h(a)= [ B(Q)d¢ [ B(C)dC

[P [5()

Assim )
T (0)h(a) =nh(a),
onde ;
n= [ B(Q)d¢
/

Entao
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isto é,

= o ‘ /
R, :ﬁaXb/e 0 e’ /6(7_”)3 /6_(“+’7)a/da’ ds 3 dC.
¢

0 s

Do Teorema 10, os limites inferior e superior de raio espectral sao dados pela
equagdo (5.1). Observemos que

L L
/Emﬂgr@wmg/ﬁwmo
0 0

L
ou em outras palavras, R, = [ B(¢) dC.
0

Usando da funcao de Heaviside, a equagao acima pode ser reescrita como

L ¢ L L
,fy('r‘)dr ¢ ( _ ) 7( + ) ’ ’ ,
R,=00Xy [ e © e’ e 7% (s — () e ”7“9(a—s)da ds p d¢,
0 0 0
e, mudando a ordem de integracao, temos
L L e
R, = BoX, / o~ (i)’ / (=39 (a’ - 3) / e o "0 (s — C)d¢| ds % da.
0 0 0
(6.1)
Resolvendo esta integral e tomando L — oo, segue
= /BUXb { — v eil‘l‘al |:1 - 67(N+U)(a2ia1):| } . (6.2)
w(p+7)(p+o) (n+v)

Se v = 0 temos
Bo Xy

Bo= i it o)

que é o numero de reprodutibilidade basal. Para v # 0, tomando a; = 0 e as — o0,
temos

Bo Xy
(m+v)(p+v)(p+o)

Além disso, sendo

L
Gla,s) = [B(a,a’) e WM g/

B
B L *(HJF"/)“/d ) _ Be (rtms Be~ (Bt L
- {ﬂe S (7= =) N (RS B
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temos

s _ s Be—(w—w)s _ ﬁe—(u-%-*/)L)
G a5) =e ( () (1)

(Mf_’y) [67,usffys+'ys _ ef,uLf'yLJr'ys}
]

que é uma fungao decrescente em s para todo a € [0,L]. Assim, quando R, > 1
existe uma unica solug@o nao-trivial para a forca de infeccao que pode ser atingida
pela seqiiéncia A, = TA,,_1, onde Ao € C'[0, L]+ e Ay # 0 é qualquer aproximagao
inicial.

Para obtermos o esforco minimo de vacinacdo a fim de erradicar a doenca é
necessdrio calcular o infimum do conjunto {v : R, < 1} ,ou seja,

v =inf{v: R, <1}.

Esta condigao pode ser aplicada a equagao (6.2), tomando R, = 1, e resolvendo
esta equacao em v. Desta forma obtemos vth sempre que este valor existir.

7. Conclusao

O principal objetivo deste trabalho é a busca de condigbes para que a equagao
integral para A(a), dada pela equagdo (3.1), com o nicleo B’ (a,(), dado pela
equacao (3.2), tenha uma solugdo nao-trivial. Em nosso trabalho, utilizando uma

taxa de contato idade-estruturada 3 (a, a/) e C0, L]+7 onde (3 (0, 0) pode ser igual

. ! 7 . ~
a zero, mostramos que se o raio espectral do operador T (0) é maior que 1, entao a
equacao (3.1) tem pelo menos uma solu¢do nao-trivial. Caso contrario, ou seja, se

r (Tl (O)) é menor ou igual a 1, a tnica solugao da equagédo (3.1) é a solugao trivial.

A questao da unicidade da solugdo nao-trivial de (3.1) é respondida pelo Teorema
7. Quando r (T, (O)) > 1 e a fungdo H (a, s) é decrescente em s para cada a, temos
que a solugdo nao-trivial da equagdo integral (3.1) é unica e pode ser atingida
recursivamente pela sequéncia A\, = TA,_1, n = 1,2,..., onde )y € C’[O,L]'s_7 e
Ao # 0 é qualquer aproximacao inicial.

Dado que, geralmente, a obtencao do raio espectral é uma tarefa dificil, a pos-
sibilidade de estimativas para o mesmo é conveniente. O Teorema 10 fornece limi-

tantes superior e inferior para r (Tl (O)) que, em particular para o caso de taxa de

contato constante, sdo iguais ao valor exato de r (T/ (0)) .

E interessante notar que, biologicamente, a equagdo integral (3.1) ter solugao
nao-trivial equivale a que uma dada doencga seja capaz de invadir e se estabelecer em
uma certa comunidade, uma vez que A (a) representa a forga de infeccao, ou seja, a
taxa per capita de novos casos por unidade de tempo. Temos entao caracterizado o
Numero de Reprodutibilidade Basal como o raio espectral do operador T’ ' (0), uma
vez que se o mesmo é maior que 1 a doenca se instala na populacao e se é menor
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ou igual a 1 a doenga se extinglie. Em particular, considerando v = 0 obtemos o
Numero de Reprodutibilidade Basal, o tao procurado R.

Uma vez que, por sua propria definicao, a forca de infeccao é passivel de al-
teragoes por meio de intervengoes na populagao (por exemplo, quimioterapias, cam-
panhas de vacinagio, etc.), a obtengdo de A é interessante quando a partir dela é

z / . ~ . ~
possivel obter 3 (a, a ) , este sim um parametro que caracteriza o padrao de compor-
tamento da doenga na comunidade em questao. Quando temos nao sé a unicidade
mas também uma maneira de obter A\, no nosso caso via uma sequéncia recursiva,
podemos, ao estudar o caso de uma populacao em equilibrio em relagao ao tempo e
que nao recebeu qualquer intervencao de controle relativamente a uma dada doenca,

7. ~ . ’

calcular os varios parametros envolvidos na taxa de contato 3 (a, a ) .

Finalmente, a grande importancia da obtencao de uma expressao que caracterize
o Numero de Reprodutibilidade R,,, via raio espectral, reside no fato de podermos
avaliar o esfor¢o de vacinacao necesséario & erradicacao da doenga (uma vez que a
caracterizacao foi obtida para uma fungao v continua ou continua por partes com
no méximo um ndmero finito de descontinuidades, e limitada, veja condicao (ii)).

. / ~ .
Particularmente, no caso de 3 (a, a ) ser constante, vemos que a expressao obtida

para o Numero de Reprodutibilidade permite avaliar o valor exato do esfor¢o minimo
para a erradicacao da doenga. O valor do esforco minimo da vacinagao pode ser
obtido da equagao (6.2) fazendo R, = 1.
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