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Abstract. We obtain, using the generalized derivative operators, the second order
Casimir invariant operator associated to the Fantappié-de Sitter group, isomorphic
to the 5-dimensional pseudorotation group, which is the group of motions admitted
by the massless Robertson-Walker cosmological spacetime.

1. Introducao

O espago-tempo de de Sitter é o que mais tem sido estudado pela teoria quantica
de campos, isso porque junto com o espago-tempo anti-de Sitter e o espago-tempo
de Minkowski  este ultimo é chato, enquanto os outros dois sao curvados  sao
0s unicos que tém simetria méxima. Estes sao casos particulares do espago-tempo
de Robertson-Walker e sao obtidos deste na auséncia de matéria e radiagdo [1,2]. O
grupo de simetria do espaco-tempo de de Sitter é o grupo SO(4,1) que possui dez
parametros [3]. Por sua vez, os grupos de simetria do espago-tempo anti-de Sitter
e do espago-tempo de Minkowski sdo, respectivamente, o grupo SO(3,2) e o grupo
de Poincaré, ambos também com dez parametros.

Neste trabalho, usando a metodologia proposta por Arcidiacono, obtemos os
operadores diferenciais associados ao chamado grupo de Fantappié-de Sitter. Este
grupo contém os grupos acima mencionados [4]. Como sabemos, a geometria das
secoes espaciais do espaco-tempo de de Sitter é esférica, a do espago-tempo de
Minkowski é plana, enquanto as se¢Oes espaciais do espago-tempo anti-de Sitter
tém geometria hiperbdlica. Introduzimos um parametro k no elemento de linha do
espaco-tempo de Robertson-Walker de modo a satisfazer as restrigoes geométricas
(k=1,k=0e k= —1, respectivamente), generalizando a métrica de Beltrami [5].
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Utilizando o operador invariante de Casimir de segunda ordem associado ao
grupo de Fantappié-de Sitter obtemos a chamada equagdao de Klein-Gordon, um
resultado que generaliza um outro anterior [6]. Por fim, quando o raio do espago-
tempo de de Sitter ou o raio do espago-tempo anti-de Sitter tende para o infinito
recuperamos os resultados associados ao espago-tempo de Minkowski [7].

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: na secao 2 discutimos o espago-
tempo de Robertson-Walker sem a presenca de matéria, isto é os espago-tempo
de de Sitter, Minkowski e anti-de Sitter; na se¢do 3 apresentamos a passagem da
formulacao 5-dimensional com métrica euclidiana para a formulacao 4-dimensional
com a métrica de Beltrami induzida. Na se¢ao 4 apresentamos o chamado grupo de
Fantappié-de Sitter e seus operadores invariantes e finalmente, na secao 5 obtemos
explicitamente o operador invariante de Casimir de segunda ordem associado a este

grupo.

2. O espaco-tempo de Robertson-Walker

A exigéncia de homogeneidade e isotropia para o espago fisico em escala cosmoldgica,
conhecida como principio de Copérnico, estd contemplada nas chamadas coorde-
nadas “comoving”. Neste sistema de coordenadas as solugoes da equagao de campo

de Einstein, dependente apenas da constante cosmolégica A, isto é, sem a presenga
de matéria e radiagao, sao dadas por

e A > 0 (espago-tempo de de Sitter)

ds® = R2{—dT2 + cosh? 7'[dX2 + sin? X(d92 + sin® 9d¢2)]}-

Este é o espago-tempo de de Sitter. E um espago de curvatura constante
positiva R e pode ser visualizado como uma esfera de raio R no espago R4 1)

G+ TG &G+ =R (2.1)
e A =0 (espago-tempo de Minkowski)
ds®> = —dr? + dr* 4 r?(d6* + sin® 0d¢?).

Este é o espago-tempo de Minkowski expresso em coordenadas esféricas e é
um espacgo de curvatura nula.

e A < 0 (espago-tempo anti-de Sitter)

ds* = R*{—dr? 4 cos? 7[dx? + sinh? x (d#? + sin® 0dp?)]}.
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Este é o espago-tempo anti-de Sitter. E um espago de curvatura constante
negativa —R e pode ser visualizado como uma esfera* de raio —R no espaco

R(3,2)

—G+E+E+E - =R (2.2)

Estes trés tipos de espago-tempo sao os tinicos que apresentam simetria maxima
[1,2].

3. Coordenadas de Beltrami e derivadas

Nesta se¢ao discutimos a parametrizacdo do espago-tempo de de Sitter e anti-de
Sitter via projecao estereografica, introduzindo as chamadas coordenadas de Bel-
trami. Apresentamos a relagao entre os operadores diferenciais definidos no espago
de imersao do espago-tempo e aqueles definidos nas coordenadas de Beltrami. Salvo
mensao em contrario adotamos nesta e nas préximas segoes a seguinte convengao
de soma: fica implicita a soma, tomando valores 0, 1, 2 e 3 de dois indices gregos
repetidos.

Fazendo §y — i§p em R4 1) — o espago de imersao do espago-tempo de de Sitter
—e& — ik, & — iz e & — i3 em Rzo) — 0 espago de imersdao do espago-
tempo anti-de Sitter  estes tipos de espago-tempo, dados pelas egs.(2.1) e (2.2),
sao formalmente escritos como a esfera de raio R

3 €aka = (€0)* + (€)% + (€2)2 + (63)° + (€0)* = R (3.1)
A=0

A relagéo entre as coordenadas de Beltrami « = (z¢, 21, 22, 3) e as coordenadas
do espaco de imersdo & = (&g, &1, &2, €3, &4) sao dadas por [4]

x, = Rg—“ onde p=0,1,2,3. (3.2)
€4
Introduzindo
—af + 2§ + 23 + a3
R? '
onde £k = 1, 0 ou —1 é o parametro relacionado ao espaco-tempo de de Sitter,

Minkowski e anti-de Sitter, respectivamente. Eliminando a coordenada &4, chega-se
as seguintes relacoes entre as coordenadas

A =1+k (3.3)

1 _ I

&4

4Esta superficie tem geodésicas tipo-tempo fechadas, este inconveniente é eliminado tomando-se
o espago-tempo anti-de Sitter como seu espago de recobrimento [2].
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Nas coordenadas de Beltrami o elemento de linha do espago-tempo de de Sitter
e anti-de Sitter é expresso como

Atds* = Aidv,dr, — kR™2 (ajudxu)2 ,
onde zg = ict, R2ZA2 = R? + k(r2 + z2) e r2 = (z1)” + (22)° + (23)°.
Note que quando k£ = 1 o elemento de linha se reduz ao da métrica de Beltrami
[5].
Para obter as relagoes entre as derivadas nos dois sistemas de coordenadas, con-
sidere uma func¢do ¢(¢) homogénea de grau N em todas as suas varidveis
& = (&), &1,82,85,&4). Pelo teorema da fungdo homogénea de Euler temos

D €a0ap(§) =N (&), (3.5)
A

onde denotamos 94 = 9/0¢4, com A = 0,1,2,3,4. Usando a definicao de funcao
homogénea podemos escrever

o <R§—Z,...,R§—i> _ (g)ng(g) (3.6)

e pelas relagoes (3.4), temos

RNQD (5) = (54)N(p(va) ) (3'7)
onde a fungéo do lado direito é obtida de ¢(¢) considerando as substitui¢des &, — R
e &y — Ty,

Derivando a eq.(3.7) com respeito a 4 e &,, obtemos respectivamente
0 _
Reere (€)= A" (N —,0,) ¢ (. R) (3:8)

e

0 _

i

onde Ay, é dado pela eq.(3.3) e 0, = 9/0x,,.
Introduzindo a fungédo ¥ (z) definida por

¥ (z) = A Vo (2, R) (3.10)

nas duas equagoes acima, resulta a relagao entre as derivadas

B N

76,7 & = % (A—k - Akmuz?u) Y (x), (3.11)
0

FTd & = (Akao - k%xo ¥ (2), (3.12)
B N

|
I
N
AS)
~
~
|
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ondev =1,2,3, e u=20,1,2,3.

Assim, fica resolvido o problema da passagem da formulagao 5-dimensional, com
coordenadas & = (&g, &1,&2,&3,&4), para a formulacao 4-dimensional, com coorde-
nadas cartesianas x = (xg,x1,%2,x3). Estas coordenadas também sdo chamadas
coordenadas de Beltrami. As egs.(3.11), (3.12) e (3.13) fazem a ligagao entre essas
duas formulagdes®.

4. O grupo de Fantappié-de Sitter

Nesta secao apresentamos o grupo de Fantappié-de Sitter, o grupo das simetrias do
espaco-tempo de Robertson-Walker, dependente apenas da constante cosmolégica,
e seus operadores invariantes nas coordenadas de Beltrami.

O grupo de simetria do espaco-tempo de Robertson-Walker sem a presenca de
matéria e radiagao € o grupo das pseudorotagdes. Com coordenadas imagindrias
colocadas de forma adequadas é chamado grupo de Fantappié-de Sitter. O grupo
de Fantappié-de Sitter preserva a equagao Y. £4€4 = R?, com & — i&y no caso do
espaco-tempo de de Sitter e &1 — i€y, & — €2 e {3 — €3 no caso anti-de Sitter.
Seus geradores satisfazem as seguintes relacoes [3]:

—1 [Jn)\a J;u/] = 5NVJ)\,LL - 5N;LJAV + 5)\an1/ - 5)\VJH/,L )
—i [T)\7 J;u/] = 6>\[LTV - 6>\1/T/,1, ;
. 1
—1 [TM,TU] _ﬁjuy,

1
onde p,v =1,2,3,4e T, = }—%JM. Note que quando R — oo temos

1), — Dy,
onde p, é o operador 4-dimensional associado com as translagoes do espaco-tempo
de Minkowski. Deste modo obtemos a algebra de Lie do grupo de Poincaré — o

grupo de Lorentz nao homogéneo.
Introduzindo a correspondéncia

Dy — —i0y,

obtemos uma representagao do grupo de Fantappié-de Sitter dado pelos operadores
de momento angular 5-dimensional

. 0 0
hJap = —ih <§A— - §B—) = Lp,

0¢B 9€a

5Note-se que estamos trabalhando com coordenadas reais. Tomando &y — i€g € g — izo na
eq.(3.12), esta se funde com a eq.(3.13), assim obtemos exatamente o resultado discutido em [7].
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onde A, B =0,1,2,3,4. Em termos das coordenadas de Beltrami, esses operadores
sao dados por

Lm/ = ZTuPv — TvPpu (41)

T, = EL())\ = A2p>\ + .T“L)\“ (42)

R2
Nestas expressoes foram mantidas as coordenadas imagindrias, assim A2 =1 +

> a/R* com v, =0,1,2,3.

“w

.

E interessante observar que nas equacoes acima (onde 7}, sdo os andlogos aos
operadores de momento lineares no espago-tempo de Minkowski) os momentos li-
neares e angulares comparecem em um unico tensor. Isto se deve ao fato que os
deslocamentos infinitesimais sao andlogos as translagoes, por isso o operador de
energia-momento nao é conservado pelo grupo de Fantappié-de Sitter.

Agora passamos a considerar a forma explicita dos 10 operadores do grupo de
Fantappié-de Sitter em coordenadas reais x,,. Introduzindo o operador de translacao
temporal Ty definido por

Loy = RTy = —ih <€0 7€, 54 9% >

temos

To—h\/_(ao ke “aa> (4.3)

Os operadores de translacao espacial T}, sao definidos por

0
L,y = RT,, = —ih <§“8£ 5465;1)

de onde obtemos

ih 0 Ty, 0
- T, 4.4
vk (895“ TR gy ) (44)
com pu=1,2,3.
Os operadores de deslocamento inercial V), por sua vez sao definidos por
Lo, =V, =—ih | —¢ 0
Op = Vp = 05 3@ H 8§

assim temos

0 9]
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onde u=1,2,3.
Finalmente, para os operadores de rotagao L, definidos por

9] 0
L,ul/ =Ly =—ih (gua—gu - 51’8_5;;,) ’

onde (u,v, \) é uma permutagédo ciclica de (1,2, 3), temos

. 0 0
L)\ = —ih <x#a—% - flfl,%> 3 (46)

nas expressoes acima /i tem seu sentido usual, k£ # 0. O caso que k = 0, espago-
tempo de Minkowski, é obtido tomando o limite R — oc.

De posse destes operadores podemos construir os dois operadores invariantes
do grupo de Fantappié-de Sitter, os chamados operadores de Casimir, assim, em
termos de Tg, T}, V,, ¢ L, temos

1
L =T +T3 + T3 (L2 +V?) =-M? (4.7)
(§
oo\ 2 . . _\\2 1 L\ 2
I4:<L-T> +<T0L+T><V) +ﬁ<L-V> = -N?, (4.8)

onde M? e N? sdo constantes.
A eq.(4.7) é chamada equagao de Klein-Gordon, no limite R — oo temos

2

I, —m and Iy —m?s(s+1),

onde m e s sao respectivamente a massa de repouso e o spin que caracteriza a
representagao do grupo de Poincaré [3]. As representagoes do grupo de Fantappié-
de Sitter sao rotuladas pelos autovalores de Iy e I, que generalizam a nocao de
massa e spin. Assim, uma particula no espago-tempo de de Sitter ndo tem massa e
spin bem definidos mas autovalores dos operadores invariantes Iy e I4.

5. O operador invariante de Casimir de segunda
ordem
Neste secao obtemos explicitamente o operador invariante de Casimir de segunda

ordem em coordenadas esféricas.
Introduzindo as coordenadas esféricas

r3 = rcosb,
Ty = rsinfsing,
r1 = rsinfcoso,

i) = X
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e definindo os seguintes operadores

cos&cosqﬁﬁ_ sin ¢ g
r 00  rsinf d¢’

cos@singbg cos¢ 0

sin @ cos ¢% +

sin @ sin (b% +

90 " rsinf dg’
cos 0 0 B sinf@ 0
or r 00’
T ——|—r2
0 9z0 or’

os operadores de translagdo tomam a forma

Ty, = Wk (8kxOQ),

T

b

T3

ox 0 R2

rsin 6 cos ¢
R? 2]

(P Jrkrsin@siruﬁQ)
2t k——— ),

P+ k

R2

Ps +kw§2> .

Os operadores de deslocamento inercial sao escritos como

Vi

Va

Vs

= hk
To

7N

2o, + rsinf cos ¢8i) ,

= hk (:EOPQ —|—rsin9:sin¢ai> ,
o

= hk (I()Pg +rc0808> .
awo

Por sua vez, os operadores de rotacao tomam a seguinte forma:
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) ., 0 cosf@cos¢p O
L1 = —ih <— SIDQS% — Tﬁ%) y

. 0 cosfsing O
Ly = —ih (COS(b% T me ¢a—¢) )

Ly = —ili—.

Obtemos explicitamente a forma do operador invariante de Casimir de segunda
ordem introduzindo estes operadores em sua expressao dada anteriormente, eq.(4.7).
Fazendo zg = ct temos, finalmente, sua expressao

102 1
2 42

k
onde A7 =1+ 72 (r? — t?),

1 0 0 0 0 1 02
A=——— |sinf— (r*= =5 | sinf— — a5
r2sin [Sme@r <T 01") + 00 <Sln089> + sin § 8¢2]
é o operador de Laplace em coordenadas esféricas, e

0? 0? 0? 0 0
L=t +2rt 2 42— 4 2r—.
o " Mara T o T e T ar
Note que no limite R — oo, o operador I; reduz-se ao operador de onda de

d’Alembert, ou seja,

. _ ) v
=0t (5-32).
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