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Resumo. Neste trabalho o método LTSy nodal para determinar a solucdo da
equagao Bidimensional de transporte [7] é estendido para o problema de Ordenadas
Discretas com altas ordens de quadratura.

1. Equacgoes Sy Bidimensionais e a Obtencao de
Dois Sistemas Lineares

Consideremos o problema de Ordenadas Discretas Sy em duas dimensoes com co-
ordenadas retangulares, espalhamento anisotrépico e um grupo de energia dado
por

v, oY,
=g (@ Y) 1l = () F0r ¥ (2,9) = Q(y +an (2, 9)0mn, (1.1)

onde U, (x,y) denota o fluxo angular de particulas na diregio discreta

Qm = (lmsMm) € Wy, 0 Tespectivo peso na quadratura angular usada, para
m=1,2, ..M M = w, xe[0,a) e yel0,b]. Ainda, oy é a se¢io de choque total e
a se¢ao de choque diferencial é expressa como

L
1
Usmn(,ulma,u/n = - Z 26 + ]- USPZ um)PZO/fn)

47
£=0
As condigoes de contorno abrangem fluxo de entrada conhecido, reflexao espec-
ular e reflexao isotropica.
Integrando ((1.1) com respeito a z entre os limites 0 e a e dividindo por a,
resulta na equacao unidimensional na varidvel y

nm%”y@) + B 0 (0 ) = W (0,9)] 4+ 018y (4) = Qu () + Y WnTemn Wy (1):

(1.2)
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onde, para m=1,2, ....M, U, (a,y) e ¥,,(0,y) sdo os fluxos angulares incidentes e
emergentes dos contornos

1 a
Qyy) = 5/0 Q(z,y)dx (1.3)
e o fluxo angular médio na direcdo discreta Q. = (fm, Nm) €
1 a
Uiy (y) = 5/ U (2, y)da. (1.4)
0

Analogamente, integrando ((1.1) com respeito a y entre os limites 0 e b e dividindo
por b, resulta na equacao unidimensional na varidvel z

dqjmx
dr

L (x)+ lm [Ty (2,0) — Uy (2,0)] + 04 Ve (2) = Qu(z) + Z WnOsmn VUna(T),

b

(1.5)
onde, para m=1,2, ....M, ¥, (z,b) e ¥,,(z,0) sdo os fluxos angulares incidentes e
emergentes dos contornos

1 b
Qule) =5 [ Qwiy (16)
0
e o fluxo angular médio na direcao discreta 0, = (fim, Nm) €
1 b
Vo) = 5 [ Ul )y (1.7)
0

2. Formulacao LTSy Bidimensional

Aplicando a Transformada de Laplace com respeito a y em ((1.2) e denotando

£{Qy(y)} = Qy(s) e £{Wny(y)} = Viny(s), obtemos o sistema linear

o M
Ty (8) + Ty (8) = — Y w05y (s)
Tm T “—4 5.0 (2.1)
Nm Qy S
- \I/m 0) — \I/m I - \I/m 07 ’
J0) = B [T, (0.5) = T, 0,9)] + =2
representado matricialmente por
Ay (8)W,(s) = Uyo(s), (2.2)
onde, parai=1,2,..,Mej=1,2, .. M, os elementos da matriz A,(s), de ordem
M x M, tém a forma
Ot — OsiiWj . .
s + — se 1=
o i
ay(i,j) = ) (2.3)
—OsijWj

nj
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o vetor das incognitas é

Ty(s) = [ Tyls) Tayls) - Tagyls) | (2.4)
€ o vetor Wyo (s) possui componentes genéricos
Toli) = B0) = X [ Tilars) - T0.9) 1+ 20 2)

Similarmente, aplicando a Transformada de Laplace com respeito a x em ((1.5) e
denotando £ {Q.(z)} = Q,(s) e £{¥ma(x)} = ¥)nu(s), obtemos o sistema linear

M
_ Op — 1 -
SU () + —t\I’mx(s) - — Z WnosUna(s)
Hom Hm 23 506 (2.6)
Nm = = Qg (s
=V,.(0) — — | U, (5,b) — U, (5,0)| + ,
(0) = 22 [T, (5,8) = Ton(s.0)] + 22
representado matricialmente por
ZGE(S)TQE(S) = $m0<3)7 (2.7)
onde, parai=1,2,..,Mej=1,2 .., M os elementos da matriz A,(s), de ordem
M x M, tém a forma
s + Ot — OsiiWj se i=j
o Hi
“Tsij%i se i#£j
Hi
onde o vetor das incognitas é
— — — — T
Wa(s) = [ Wia(s) Uou(s) - Uaru(s) | (2.9)
e o vetor W,(s) possui componentes genéricas
_ i — — Q,(s
Tao(i) = Win(0) — - [ Ty(s,b) — Ty(s,0) ] + Quls) (2.10)
bu; i
As solugoes dos sistemas ((2.2) e ((2.7) sao dadas, respectivamente, por:
— — 1 —
T, (5) = 4, () F0(s) (2.11)
e .
A, (8)U0(s). (2.12)

A

Observamos que as matrizes A,(s) e Az(s), apresentam a mesma estrutura da

matriz LTSN unidimensional

Ay(s)=sI+A
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A,(s) = sl + B.

As matrizes inversas, de ordem M, A4, “(s) e 4, '(s), sdo calculadas aplicando
a decomposicao de Schur nas matrizez A e B, método do particionamento para
inversido de matrizes bloco e recursividade [8].

Encontradas as matrizes inversas A, ' (s)e A, 1(s), obtem-se as expressoes para
os fluxos angulares médios transformadas em termos dos fluxos angulares nos con-
tornos do dominio e dos fluxos angulares médios. Os fluxos angulares sao entao
obtidos aplicando a Transformada Inversa de Laplace combinada com o Teorema
da Convolucao e técnica de Expansao de Heaviside, ou seja,

Uy (y) = £ T ()} = £7H{A (9Tyo(s) } = Hy s 0o (213)
’ Up(z) = L7 {Ty(s)} = £71 {Z;l(s)ﬁxo(s)} = H, x Uy, (2.14)
com H, - £ {Z;l(s)}

Hy= £} {Z;l(s)}.

Como as equagoes ((2.1) e ((2.6) representam equagoes unidimensionais na varidvel
y e = respectivamente, temos que as raizes, s e rj, dos determinantes das matrizes
A,(s) e A, (s) sao simples. Logo H, e H,, calculadas através da técnica de Expansao
Y Y
de Heaviside tem a forma

M
Hy =) Ppe™, (2.15)
k=1
M
H, = ZPMW, (2.16)
k=1
onde ~ _ _
by — [ A0 1)
| asdet(Ay(s)) ]
€ - _ -
Py = [ A4 218)
| s det(Aq(s)) | o

sao matrizes de ordem M obtidas da inversao da transformada de Laplace. Obser-
vando que as exponenciais e**Y e e"+* constituem uma base de dimensao M para as
equagoes ((1.2) e ((1.5), escrevemos os fluxos angulares médios e os fluxos angulares
transversos na fronteira como combinagoes lineares dos elementos dessa base.

A determinagao de todos os fluxos angulares reduz-se ao célculo de

AM? = N* + 4N3 + 4N?
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coeficientes e assim estard determinada explicitamente a solugao do problema. Para
tanto, resolve-se um sistema linear compativel de 4M? equacdes, das quais 2M sdo
obtidas utilizando a definicao dos fluxos angulares médios em x=a e y=b,

b
Wela) =+ / W, (a.y)dy (2.19)
e
Wy (b) = % /0 Uy, (2, b)dar (2.20)

e 2M equacoes sao obtidas aplicando as condi¢oes de contorno em x=a e y=b nas
equagdes ((2.13) e ((2.14),

U, (a) (2.21)

Il
| —
&
i)
—
N
8
—
—~
VA
SN—
——
*
S
8
o
| I
>3
Il
Q

U, (b) = [,5—1 {Zy‘ 1(3)} * qzyo]y:b. (2.22)

As demais 4M? — 4M equacdes necessarias sdo obtidas usando a propriedade de
diferenciabilidade das seguintes solugdes encontradas:

dF dk
], = [ o] (22

Tr=a

d* d*
— U =|-—7F(H,*xV . 2.24
|:dyk y:| yb |:dyk ( Y yO)} b ( )

3. Formulacao LTSy Bidimensional Para Elevada
Ordem de Quadratura

O comportamento exponencial da solu¢ao, combinado com o fato de que, em médulo,
r* e s* aumentam com N, implicam que a formulacdo LTSy Bidimensional na
forma proposta acima nao é apropriada para resolver problemas de transporte de
que exigem elevada ordem de quadratura e para obtengao de melhor exatidao de
resultados numéricos. Para superar essa dificuldade, faremos uma modificagao na
base, de dimensao M, do espaco da solugao.

Consideramos as M s* rafzes de det(A,(s)) dispostas na forma

M
sF <0 se k:1,2,...7

M
>0 se k:7+1,...,M

e também as M ¥ raizes de det(A,(s)),

M
<0 se k:1,2,...7
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¢ M
>0 se k= 7+1,...,M.
As matrizes ((2.15) e ((2.16) sdo reescritas como

¥l

Hy =Y Pge™¥ + Y Pye™, (3.1)
k=1 k=241
e M

H, = Z ke T+ Z Pre™ ", (32)
k=1 k=241

O fluxo angular com respeito a varidvel y, para 0 < y < b, é escrito na forma

M
y 2 v M
:/ D Pyett O W) dg +/ D PO Wyl de.
0 k=1 b k=2 +1

(3.3)

O fluxo angular com respeito a varidvel z, com 0 < x < a, é escrito como

/ szk:e o 5) [ mO z=¢ g + / Z Ppe™ @=9) [\Dmo]ng d¢
O k=1 T =AM
(3.4)
Os fluxos angulares médios e os fluxos angulares transversos (na fronteira), sdo

expressos com funcao dos elementos das bases, constituidas por ™% e e**Y, para
m=1,2,.... M,

M
2
\Ilml’(m) = Z |:Am7;6'r7;l‘ 4 Am(z+M)eT,+%(17G):| ’ (3.5)
=1
M
2 ) s., m(y—>b)
Wiy (y) = ) [Bm,-esty + By T E } : (3.6)
=1
%
) r, M (z—a)
U, (2,0) = 2; [Cmiew +Criryye ¥ ] , (3.7)
1=
%
, 5ip 0t (y—b)
U, (0,y) = z; [Dmies“’ t Dpirnye Y ] ; (3.8)
1=
&
U (2,0) = D [Emie”™ + By aeye 1+M(“”’“)] , (3.9)
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M
=3 [Fwie®? + Fpp iy 0 77]. (3.10)
i=1
Levando as expressoes ((3.7), ((3.8), ((3.10) na Transformada de Laplace inversa

de (2.5, usando ((1.3) e ((1.4) e posteriormente substituindo no lado direito de ((3.3),
obtem-se o vetor convolugao

Hy* W,0=[ CONV, CONVyy---CONVyy 1", (3.11)
onde, considerando para t =i + Si=1, 2, .,%
e — 1
filri) = ——, (3.12)
1—e 9
fa(ry) = ——, (3.13)
Tt

os elementos de ((3.11), para k = 1,2,..., M, tem a forma

M
CONVye =3 = [Py Wy + Woal + P Wi+ Wl (3.19)
i=1
Ccom
evsi — 1 evst — 1
2| Crifi(r) + Cre fa(re)
Wyr=> , 8 St (3.15)
Y Hi ysi (y—b)se ysi (y=b)se| |’
= T Fie¥® + Figye — Dyiye?™ — Dyrye
3
1
W, = —/ { = 93@/ Q(z,¢ dm] de, (3.16)
ni Jo
o (y=b)si _ 1 ely=b)se _q
3 | Crifa(r ) +thf2(7‘t)—
= st Nl
e ; B oy b)@y o Fla(y — b)em0 ’ (3.17)
—b)e¥ — Dyu(y — b)e(y*b)st
1 w-os [
Wys = 0 e i Q(z,&)dz | dE. (3.18)
7 0

Substituindo as expressoes ((3.7), ((3.8), ((3.9) na Transformada de Laplace
inversa de ((2.10), usando ((1.6) e ((1.7) e posteriormente substituindo no lado
direito de ((3.4), obtem-se o vetor convolugao

Hy % Uag = | CONVyy CONVyy--- CONVy |7, (3.19)
onde, considerando para t =i + —, i=1, 2, .,%,
6bsi 1
a1 (Sz) = s (320)

Si
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1 _ e*bSt

ga(s) = S—t’ (3.21)

os elementos de ((3.19), para k = 1,2,..., M, tem a forma

M
217, i M
CONVi =) - [P; [War + Waa + Pr 2 [Was + WM]} , (3.22)
i=1
com
e — 1 e — 1
£ Dy.ig1(ss) + Dirga(r4)
Wer=>_ | o " rt . (3.23)
- | {E;ﬂvew” + Ejpgae® 0™ — Oy ipe® — th:ve(wfa)”}
i3
1 T b
Waa = [ e [ ey de (3.24)
Hi Jo 0
(x—a)r; _ 1 (x—a)ry _ 1
e e
T Dkigl(si)ri + Dyrga2(s¢)
_ i t
Wg:?, = 1:21 _& |: Eki(x—a)ex” + Ekt(m o a)e(xfa)rt :| (325)
ni | —Cri(r —a)e™ — Ciy(x — a)e(mfa)”
1 T b
Ws = o / e(z=8)s: / Q(&,y)dy| de. (3.26)
1 Ja 0

4. Construcao do Sistema Linear Esparso que Per-
mite o Calculo das Incégnitas

Nesta segao, a partir da aplicagao das condig¢oes de contorno, construimos o sistema
linear de 4M? equacdes lineares, cujas 4M? incégnitas sdo os coeficientes a serem
determinados em (3.5) a (3.10).
Para tanto, nas equagoes abaixo, VL, L = 1,2,3,...,20, representa uma matriz
coluna de ordem M
VL=[VLy VLy---VLy |". (4.27)

As primeiras M equagoes sao obtidas substituindo (3.5) (com x=a) e (3.10) em
(2.20) e as representamos sinteticamente por

Vi=7, (4.28)

onde VIi=[ V1l Vlg---Viy [T k=12 ..M t=i+Mei=12 .. M,

2 27

Vlk = (Akibe”a =+ Aktb — Fkigl(si) — Fktgg(st)) 5 (429)

NIEE

i=1
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com g; e ga especificados em (3.20) e (3.21).
Ao substituir (3.6) (com y=b) e (3.9) em (2.19) sdo geradas mais M equagdes
V3=, (4.30)

onde VZ=[V2, V2 ---V2y " k=12, Mt =i+ Y ei=12 ., 4%

M o

V2, = (Briae®® + Bya — By f1(ri) Ere f2(r4)) (4.31)

i=1

com fi e fo dados em (3.12) e (3.13).

A substituicdo de (3.5) e (3.11) em (2.21) produz M equagoes

73

M
M oz

o] =~

1 i

[Pmﬁ + Py, )W] , (4.32)

7 1

onde para g; e go discriminados em (3.20) e (3.21), k =1,2,.... M, t =i+ % el =,
1,2,..., 2 e L =3,4,5,6 os elementos genéricos de VL=[VL VLy---VLy |",

M)k

V3k =) b(Apie"" + Ape), (4.33)
i=1
i — 1 et — 1
u | Dyigi(si) + Drtga(st)
Vag =Y ' " (4.34)
k — .
i=1 | _ 9

[E e + By — Crie®t — th]

i

Os elementos de V4g e V5 ficam especificados ao fazermos x = a no lado
direito de (3.24) e (3.26).
Substituindo (3.6) e (3.19) em (2.22) criamos mais M equagoes

—

VT —

M ol
M oz

o) =~

1 7

PuVO+ P, V0|, (4.35)
v(i+¥)

7 1

onde, para g; e gs especificados em (3.12) e (3.13), k=1,2,.... M, t =i+ % ei=
1,2, ..., % el =17,8,9,10, os elementos genéricos de VL = [ VL VLy---VLy }T,

NgES

VT =Y a(Byie® + By), (4.36)

i=1
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bSi _ 1 ebst _ 1

M Crifi(rs)® — + Cref2(re)
S St
V8 = E . (4.37)

i= b , .
H-E [Frie® + Fry — Dyie”® — Diy]

4

Fazendo y = a no lado direito de (3.16) e (3.18) os elementos de V9x e V10, sao

especificados.
Geramos as tdltimas 2M? — 4M equagdes necessdrias derivando (3.22) com re-
speito a x, n vezes, n = 1,2, ..., 2M? — 2M e fazendo = = a, obtemos

=
<

on

%
VI = 3 [PV + Py gy V3| = =30 [PV + Py g VI5] . (4.38)
i=1

i=1

onde para g; e go especificados em (3.20) e (3.21), k = 1,2,.... M, t = i+ % e

i = 1,2,...,% e L = 11,12,13,14,15, os elementos genéricos de VL =
[VLy VLy---VLy | sio
M
VIl =Y b (Agirfe™ + Agry') (4.39)
i=1

Dyigt (si)r?flea” + Disga (st)rgflea”

%
V12, = Z
=1

— Bk = Cra] [(ars + n)r7 ™ e + [Bry — Ci] [(are + n)rP™"]]

Hi
(4.40)
u [ Dyigr(si)ri ™" + Diega(se)ry ™"
V13, = _ . (441)
; —% [[Eri — Crg)nr] e + [Ejy — Che nry "]
Vide = || [ |9 oy ag]| 1.42

T b
V15, = li% l/ﬂ le(zﬁ)ri/o Q(&y)dy] dﬁH . (4.43)

r=a
Derivando (3.14) com respeito a y, n vezes, n = 1,2, ..., 2M? — 2M e a posterior
substituicao de z por a, construimos 2M? — 2M equacdes da forma

vl
5

[qu;VTJ + Py, +%)1/_2(3] . (4.44)

7

m — Z [quV—ﬁ—k Py(i+%)m+i| = —
=1

Ingt
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onde para fi e fo especificados em (3.12 e (3.13), k = 1,2,.... M, t = i + % e
i = 1,2,...,% e L = 16,17,18,19,20, os elementos genéricos de VL =
[VLy VLy---VLy 1', sdo

V16p = Y a(BAgispe®® + Busy) (4.45)

‘Mmlz

i=1

% Cszl(’“) e ! bsz +thf2(rt) -1 bst

ViTe=>

=1 | -k [[Fii — D) [(as; +n)s? " ebs] + [Fie — D] [(bse + n)sy ]

(4.46)
ff: Crifi(ri)sl ™t + Crefalrs)sy
V18, = , (4.47)
i=1 ||~ [[Fri — Dii]msp ™ e + [Fiyy — Dy nsy ™'
1d7[[Y a
— | = (y—§&)si
V19, {m = [ /0 {ey /0 Q(x,g)dx] dgHyb. (4.48)
1dT[/[Y a
N e (y—&)s:
vane= | [ [ [ [Cawon]ad] 0w

5. Consideracoes Finais

As equagoes (4.28), (4.30), (4.32), (4.35), (4.38) e (4.44) acima discriminadas, con-
stituem o sistema linear esparso, de 4M? equagoes

Vi=T
Vi=T
¥ ¥
V33 [PV = = 3 [PV + Py a0y VT
i=1 i=1
M M
7oy [PV = 5 [PiV0+ Py, ) V0]
i=1 i=1
M M
VI = 3 [PaVT2 + Py s VI3+| = = 3 [PV + Py ) VT
=1 i=1
M M
V16— Z |[PyiVTT + Py g VIS4 = Z [PV + Py ) V20|
i=1 i=1

(5.50)
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cuja solugdo constitui os valores dos coeficientes de (3.5) a (3.10). Sem utilizar
apro-ximagoes obtemos expressoes analiticas para os fluxos angulares médios e para
os fluxos angulares no contorno do dominio.

Como sequéncia do presente trabalho, resultados numéricos serao apresentados
futuramente para problema em uma placa, com fonte em um dos seus vértices, cujas
condigoes de contorno sao de vicuoem r =aey=1>0

M
\II%Jrk(a,y) =0e \I/%He(x,b) =0parak=1,2,..., >
e reflexao especularem z =0ey =0

Ue(0,9) = Var_yy1(0,y) k=1,2,., 7
\IIMfk+1(O7y) = \D%+k(07y) k= 1,2, %a
Up(2,0) = Upr gi1(z,0) k=1,2,..., %

para o qual existem resultados disponiveis na literatura para comparacao.
Enfatizamos que a convergéncia do Método LTSy para problemas bidimension-
ais foi provada por [11].
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