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Resumo. Neste trabalho apresentamos uma nova abordagem para resolver a
equagao de transporte linear unidimensional dependente do tempo através da com-
binagdo do método espectral com a técnica da transformada de Laplace. Seguindo a
idéia do método espectral, transformamos o problema dependente do tempo em um
conjunto de problemas unidimensionais estacionarios os quais sao solucionados pela
aplicacao da técnica da transformada de Laplace. O sistema algébrico resultante é
resolvido recursivamente. Resultados numéricos sao apresentados.

1. Introducao

Na literatura disponivel existe um grande ntiimero de trabalhos com o objetivo de
resolver a equacao de transporte dependente do tempo em dominios ilimitados.
Como, por exemplo, trabalhos que fazem uso do Método das Colisoes Multiplas|1,
2, 3, 4]. Por outro lado, o método espectral tem sido largamente aplicado para
solucionar problemas para os quais é possivel construir uma solugao de Sturm-
Liouville. Este procedimento é bem conhecido como a Técnica de Transformada
Integral Generalizada (GITT)[5]. Neste trabalho, aplicamos o método espectral
para resolver a equacgao de transporte linear dependente do tempo em uma placa de
dominio limitado. Para este tipo de problema nao é possivel construir um problema
de Sturm-Liouville. A fim de aplicar o método espectral, expandimos o fluxo angular
e o termo fonte numa série truncada de polinébmios ortogonais na variavel temporal.
Tomando momentos e usando propriedades da ortogonalidade, transformamos o
problema dependente do tempo em um conjunto de problemas unidimensionais
estaciondrios cuja aproximagao em ordenadas discretas é solucionada pela aplicagdo
da transformada de Laplace na varidvel espacial com inversao analitica.
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2. O Método Espectral

Visando apresentar o método proposto acima, consideremos o problema de trans-
porte unidimensional linear dependente do tempo em geometria plana, descrito pela
equagao [6, 7]:
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pelas condigoes de contorno:

'L/J(Oa M, t) = TP(O’ —H, t)v M > 0 (22)
(L, p, t) = 0, ©n<0 (2.3)

e condigao inicial:
1/J(ZE,M,O) = ‘I’(f,ﬂ)a (24)

onde ¥ (z, u,t) é o fluxo angular de particulas na diregao p, com a varidvel espacial
x € [0, L] no instante de tempo ¢; v, oy € o5(p — p’) denotam respectivamente, a ve-
locidade dos néutrons, a secao de choque total e a se¢ao de choque de espalhamento.
Aqui F(z, p,t) e ®(x, p) sdo respectivamente o termo de fonte e a condigéo inicial
prescritos.

Fazendo, z = vt o problema (2.1-2.4) pode ser descrito pela equagao:

7] 9]
—\I/(I, H, Z) + N%‘I’(%M’ Z) + Jtlll(xa M,Z)

0z
1
= % U(x, i, 2)dy’ + S(z, 1, 2), (2.5)
-1
pelas condigoes de contorno:
U (0, @, 2) = W(0, —p, 2), nw>0 (2.6)
W(L,p2) =0, <0 (2.7)
e condigao inicial:
U(x, 1,0) = @(z, 1) , (2.8)

onde U(z, p, 2) = P(x, u, z/v) e S(x, p, z) = F(z, pu, z/v).

Com o objetivo de eliminar a dependéncia temporal do fluxo angular, inicial-
mente aproximamos W(z, u,z) e S(z,u,z) por uma série truncada de polindémios
de Laguerre[8], {Lo(%), L1(2), L2(2),- -+, La(2)}, que s@o ortogonais em relagao a
funcado peso e~* sobre o intervalo [0, +00), ou seja,

‘I’M(%M,Z) = Z\I’k(CL‘M)Lk(Z) (29)
k=0
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M
Sm(z,p, z) = ZSk(m,u)Lk(z), (2.10)
k=0
tal que
/ e *Ly(2) Ly, (2)dz = {0 se k#m (2.11)
0 1 se k=m,

substituimos (2.9) e (2.10) na equagdo (2.5), multiplicamos a equagdo resultante
por e *L,,(2) e integramos de 0 a oo sobre z, com m = 0, 1,2, ..., M, obtendo-se a
seguinte equagao:
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Por outro lado, substituindo a expressdo (2.9) na condigdo inicial (2.8), resulta em

M m
k=m-+1 k=0

Finalmente, apds a substituigdo da expressido (2.13) na equagdo (2.12), concluimos
que cada componente U™ (x, ), para m = 0,1, ..., M, satisfaz o seguinte problema
estaciondrio de transporte:
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—1
Um0, p) = ™0, —p), uw>0 (2.15)
U™(L, u) =0, n<0 (2.16)
onde
o =0+ 1 (2.17)
e
m—1
QM (xz,p) = S™(x, 1) + D, p) Z T (2 (2.18)
k=0

Cabe ressaltar que as condigdes de contorno (2.15) e (2.16) foram obtidas quando
substituimos a eq.(2.9) nas condigdes de contorno (2.6) e (2.7), multiplicamos as
equagdes resultantes por e *L,,(z), com m = 0,1,..., M, e em seguida integramos
de 0 a oo sobre z.
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Conhecido Q™ (z, i), isto é, uma vez que os momentos W¥(z, 1) estejam estabele-
cidos para k < m, entdo o momento U™ (z, ) pode ser determinado pela aplicagao
de um dos métodos: LTSy [19]-[21], LTPy [22], LTChy [23], LTWy [24], LTAy [25]
ou LTLDy [26], dentre outros, no problema (2.14-2.18). Estes métodos consistem
em aplicar a Transformada de Laplace na variavel espacial das aproximacoes Sy, P,
Chy, Wy, Ax ou LDy do problema unidimensional de transporte, resolver o sistema
algébrico resultante e reconstruir o fluxo angular pela inversao da Transformada de
Laplace (Vilhena et alli [27] [29]). A escolha do método LTSy para resolucao do
problema (2.14-2.18) deve-se ao fato deste ter convergéncia comprovada [9, 10]. As-
sim, a partir da solugao de ¥°(z, 1) podemos determinar no problema (2.14-2.18),
os momentos U™ (x, 1), m = 1,2,..., M, de forma ascendente. Finalmente, o fluxo
angular é completamente estabelecido pela equagao (2.9).

3. Resultados Numéricos

Com o objetivo de verificar a formulagdo proposta, consideremos um dominio unidi-
mensional homogéneo de espessura L = 10cm, com condigoes de contorno reflexiva
A esquerda e do tipo vacuo a direita. A secdao de choque total é o; = 1.0cm™! e
a secdo de choque de espalhamento é o, = 0.9cm~!. Assumimos a velocidade dos
néutrons v = 10%cm/s. Este domifnio unidimensional tem uma fonte uniforme e
isotrépica de néutrons com intensidade ) = 1.0. Subitamente, em ¢t = 0, a fonte de
néutrons é removida. Este problema é descrito pelas equagdes (2.1 2.4) com fonte

F(z,u,t) =0 e condigao inicial ®(z, u) solucao do problema:

(o) + (o) = 5 [ @1, (3.1)
(I)(Ovﬂ) = q)(oa _:U’)v n>0 (32)
B(L,p) =0, 1< 0. (3.3)

O fluxo angular é calculado para uma aproximacao em polinémios de Laguerre
de ordem M, variando de 0 a 20, sendo que a solucao do conjunto de problemas
estaciondrios (2.14-2.18) é obtida pelo método LTSy com N = 2. Resolvemos a
integral de convolugao resultante da transformada inversa de Laplace no fluxo angu-
lar transformado pela regra de integragdo dos trapézios, considerando 101 pontos,
igualmente espacados. Devido ao cardter recursivo do termo de fonte Q™ (x, u), é
praticamente impossivel calcular essa integral analiticamente. Na Tabela 1, apre-
sentamos os valores do fluxo escalar

o, 1) = / o). (3.4)

na posicao £ = 10cm e instante t = 9 x 10755, de duas formas distintas: particio-
nando o dominio de tempo em intervalos de 10~%s, aplicando o método proposto
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em cada intervalo, usando como condic¢ao inicial a solu¢ao no intervalo anterior; e
sem particionar o dominio tempo.

Tabela 1: Fluxo escalar em = = 10cm e t = 9 x 10765 com M variando de 0 a 20.

M Sem Particionamento Com Particionamento
0 2.022131153494490 6.228379997269584E-001
1 | -3.791052786293175E-001 | 6.228379997269584E-001
2 9.851645814523031E-001 | 6.185969402871896E-001
3 6.031493776875979E-001 | 6.178051516389188E-001
4 5.820297756941733E-001 | 6.176824266489532E-001
5 6.157925123140909E-001 | 6.176643595883538E-001
6 6.225940037026349E-001 | 6.176620585332971E-001
7 6.195384723360150E-001 | 6.176619630646147E-001
8 6.174278198994230E-001 | 6.176620688451426E-001
9 6.171057000422013E-001 | 6.176621358349982E-001
10 | 6.174181632658773E-001 | 6.176621661821051E-001
11 | 6.177214995331419E-001 | 6.176621784320017E-001
12 | 6.178485569044431E-001 | 6.176621830819142E-001
13 | 6.178142682659924E-001 | 6.176621847683621E-001
14 | 6.176908713708967E-001 | 6.176621853525282E-001
15 | 6.175637776190138E-001 | 6.176621855430575E-001
16 | 6.174996338653833E-001 | 6.176621855993911E-001
17 | 6.175232815016412E-001 | 6.176621856128988E-001
18 | 6.176146932003495E-001 | 6.176621856142295E-001
19 | 6.177257002005925E-001 | 6.176621856129326E-001
20 | 6.178056018864474E-001 | 6.176621856115971E-001

4. Consideracoes Finais

Os resultados apresentados na Tabela 1 mostram a convergéncia da formulagao
proposta com a variagao de M, sendo que esta convergéncia é acelerada quando
particionamos o dominio tempo. Além disso, como ja foi dito anteriormente, a
convergéncia do método LTSy para problemas unidimensionais foi demonstrada
por Pazos [9, 10].

Convém salientar que devido a este processo recursivo ascendente é possivel
aumentar a ordem de aproximacao M indefinidamente e que a diferenca:

\IIM(ma ,U,Z) - \Ifol(CE,‘u,, Z) = \PM(ma,U‘)LM(Z)a (41)

permite que tenhamos controle sobre o erro cometido na aproximagao.

Em trabalhos futuros pretendemos resolver o problema acima para tempos maio-
res e aplicar a formulag@o proposta a problemas de transporte associados a variagdo
de temperatura (problemas nao-lineares).
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