Tendéncias em Matemadtica Aplicada e Computacional, 1, No. 1 (2000), 201-214.

Sociedade Brasileira de Matemética Aplicada e Computacional.

Modelagem e Resolucao do Processo de Planificacao

de Solidos

N.T. ORO, R.M.L. KRIPKA, N.L. MAZIERQO, Universidade de Passo Fundo, Cam-
pus1 Km 171 BR 285, Bairro Sao José, Cx.P. 611, 99001-970 Passo Fundo, RS,
Brasil.

Resumo. O artigo apresenta um modelo matemaético e um protétipo de software
para se obter a planificacdo de sélidos retos e obliquos (pecas ou similares), cujas
bases podem ser circulares ou poligonos regulares. As equagdes do modelo, obtidas
usando o método de triangulagdo e os conceitos de geometria analitica, permitiram
o desenvolvimento do protétipo de software que calcula as coordenadas no plano
do sdlido considerado e, também, fornece a visualizagao virtual da superficie late-
ral planificada. O protétipo de software apresentado pode facilitar a automacao,
permitindo que a execugao das pegas seja realizada num menor tempo, o que reduz
o custo de fabricagao.

1. Introducao

No ramo da caldeiraria industrial, trabalha-se na obtencao de pegas a partir de
chapas planificadas que, apds operagoes de dobramento, resultem na pega dese-
jada. A planificacao consiste, entdo, em determinar a superficie da peca. O de-
senvolvimento desses modelos é feito, geralmente de forma tradicional, partindo da
construgao do molde em papeldo, transferindo-o para chapa e, posteriormente, real-
izando o processo de corte. Porém, mesmo que o projetista tenha habilidade pratica
e amplos conhecimentos, nem sempre a confec¢ao dos moldes é rapida e precisa. O
maior problema nessa area de desenvolvimento de superficies estd na demora para
a solucao de uma peca, ou seja, o tempo gasto para dar a forma planificada da peca
a ser cortada na chapa e executar o corte para a sua confeccao.

Em face do processo de globalizagdo da economia, a maioria das industrias
nacionais passaram a procurar solugoes mais eficientes para os seus processos de
fabricacao, visando a melhoria na qualidade do produto e & redugao dos custos.
Com o advento da automacao, maquinas mais modernas tém surgido, aliadas a
computadores, com aplicacoes em todas as areas industriais.

O uso de computadores implica, entretanto, na utilizacao de programas, que
por sua vez implementam algoritmos com solugoes matematicas para o problema
em questdo. Desse modo, a modelagem matematica dos sélidos e a posterior plani-
ficagdo da superficie passam a ser um problema de cunho matematico.
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O artigo discorre sobre a busca da solugdo para se obter a planificacao da su-
perficie de um sélido qualquer, através do desenvolvimento de um protdtipo de
software.

2. Revisao bibliografica

Na fabricagdo e montagem de uma pega, € necessario que seja executado um pro-
jeto que forneca os desenhos de sua planificagao, ou seja, é preciso cortar essa
superficie ao longo de uma de suas geratrizes, abrindo-a e tornando-a plana, como
estd ilustrado nas Figuras 1(a) e 1(b).

Para isso existem métodos manuais, baseados em Geometria Descritiva, que
fornecem as coordenadas dos pontos de linhas de corte através de desenhos. Araijo
[1] apresenta um método pratico para o desenvolvimento das pecas mais usualmente
trabalhadas no campo da funilaria, da caldeiraria e da manutencao industrial. No
entanto, no caso de pegas mais elaboradas, tal método torna-se complicado e im-
preciso.

Cookson [4] apresentou em seu livro, editado pela primeira vez em 1941, métodos
padroes de procedimentos simplificados de desenvolvimento geométrico de sélidos.
Nele, férmulas matemédticas também sao apresentadas para obtengao das verdadeiras
grandezas de casos especificos.

Em virtude dos avangos tecnoldgicos, a automacao do processo de obtengao de
pecas torna-se possivel, fazendo com que a planificagdo da superficies dos sélidos
possa se converter num processo preciso, facil e rdpido de ser executado.

Além disso, segundo Plastok e Gordon [6], a descrigdo e manipulagdo de objetos
geométricos num sistema de computagao grafica encontram-se na interacao entre
a geometria e os numeros. Nessa area de pesquisa, muitos trabalhos vém sendo
desenvolvidos ao longo do tempo [2, 3, 5, 7].
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b) Planificacdo da superficie lateral do
cilindro truncado

a) Cilindro truncado

Figura 1: Planificagao das superficies.
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Segundo Castro [3], um dos primeiros trabalhos voltados para a resolugdo a-
nalitica desse problema apresenta um método para resolver problemas relativos a
curvas cilindricas e conicas. Contudo, o método, apresentado apenas para curvas,
exige a aplicacao de muitas equagoes, tornando-se, assim, de execugao exaustiva.

As dificuldades e erros nos projetos, que acarretam trabalhos caros e complexos
de retificagdo, estimularam o engenheiro Castro [3] a resolver de forma analitica
e computacional alguns casos de planificagdo. O autor apresentou um método
analitico para planificacao de intersegOes entre superficies cilindricas e conicas, pu-
blicado pela primeira vez em 1987. Essa obra trata da determinacao das equagoes
matematicas das linhas de corte, que devem ser tragadas nas superficies planificadas
das pecas componentes dos conjuntos formados pela interse¢do entre superficies
cilindricas e superficies conicas.

O trabalho desenvolvido por Asteasu [2] também estd relacionado com a reso-
lucao de problemas de intersecao entre duas superficies arbitrarias. Nesse, o autor
apresenta um método alternativo, utilizando as formas implicitas de cada superficie
na resolugao do problema.

Piegl [5] apresentou um método de aproximagdo geométrica para obtengdo da
linha de intersegao de superficies quadréticas (plano, cone, cilindro e esfera).

No entanto, os dois tltimos trabalhos citados nao abordam a parte da plani-
ficagdo dessa interse¢do. Raj [7], em seu artigo também apresenta modelos mate-
maticos e algoritmos especificos para o desenvolvimento de superficies e fabricagao
de dutos.

Nota-se, pela bibliografia consultada, que muitos trabalhos vem sendo desen-
volvidos na area de planificagao de superficies. No entanto, apresentam modelos de
planificacao especificos para alguns casos particulares.

3. Metodologia

A elaboragdo do modelo foi dividida em duas partes: a primeira corresponde &
representagao da superficie lateral do sélido no espaco e a segunda, o calculo dos
pontos no plano correspondentes a superficie lateral planificada.

A modelagem matematica do problema de planificacao de superficie apresentada
utiliza o método da triangulacao da Geometria Descritiva tradicional encontrado
na literatura [4]. Esse método consiste em discretizar a superficie lateral do sélido
através de “2n” triangulos e posteriormente realizar a planificagao dos pontos do
espago que definem os vértices dos triangulos.

Os vértices dos triangulos representam o sélido de maneira Unica no espago e
sdo obtidos pela divisdo das bases (inferior e superior) em n pontos igualmente
espacados.

A planificacdo dos pontos do espaco é realizada através da obtencao de seus
respectivos pontos no plano, considerando que as verdadeiras grandezas (distancias
entre eles) no espago e no plano devem ser mantidas.

Na primeira etapa do modelo sdo necessarias apenas algumas caracteristicas
bésicas como: altura, raios das bases, quando essas forem circulares e caso possuam
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diametros diferentes ou medida das arestas, quando as bases tratarem de poligonos
regulares e caso possuam tamanhos diferentes.

No modelo a representagdo dos solidos através de pontos no espaco foi idealizada
de forma genérica, considerando sempre as bases dos sélidos como poligonos inscritos
em circunferéncias, mesmo quando as bases sao circulares. Neste ultimo caso, as
bases sao consideradas como poligonos de infinitos lados.

A fim de ilustrar os procedimentos utilizados no desenvolvimento das equagoes
do modelo proposto sera considerado um tronco de cone.

Para interpretacdo e equacionamento das coordenadas do sélido no espago,
obteve-se a representacao plana do cone truncado em épura, através dos principios
bésicos da Geometria Descritiva, desenhando sua vista frontal (plano yz) e superior
(plano zy), como pode ser visualizado pela Figura 2.

A superficie lateral do sélido pode ser representada no espaco apenas através
dos pontos que definem suas bases inferior e superior. Nesse caso, se as bases forem
divididas em n partes iguais, obteremos n 4+ 1 pontos que definirao a base inferior
do sélido e n+ 1 pontos que definirdo a base superior do sélido. No caso, o primeiro
ponto de cada base é coincidente com o ultimo ponto da mesma.

No exemplo considerado, tomando n = 12, existem 26 pontos, que foram uti-
lizados para representacao espacial do sélido, como apresentado na Figura 2.

Considerando que o eixo central do sélido coincida com o eixo z e que sua base
inferior esteja localizada no plano xy, as abscissas e as ordenadas espaciais desses
pontos podem ser calculadas através dos valores dos angulos definidos pela divisoes
das bases e as cotas, caso estejam na base inferior do sélido serao sempre nulas e
caso estejam na base superior do sélido devem sempre ser iguais a altura.
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Figura 2: Cone truncado em épura.

Desta forma as coordenadas retangulares dos 2n + 2 pontos no espago podem
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ser obtidas da seguinte forma:

ng_l = (RCOS(O@),RSGI’I(O@),O) (31)
Py = (Rcos(ay), Rsen(ay), h)

onde, conforme ilustrado nas Figuras 3(a) e 3(b),

a; = (i —1) x (2n/n),

r = raio da base superior,

R = raio da base inferior,

h = altura do sdlido,

n = nimero de divisdes das bases,
i=1,2,...,n+1.

L

a) Divisdes de uma das bases b) Orientagdo dos pontos
do cone truncado. obtidos da divisao.

Figura 3: Nomenclatura para divisao das bases.

Apoés a identificagao do sélido através de suas coordenadas, para decompor a
superficie lateral em triangulos segundo o método da triangulacao, inicialmente
unem-se somente os pontos correspondentes em cada base, definindo-se as gera-
trizes do sélido, as quais representaremos por G;, obtendo desta forma a superficie
decomposta em trapézios, conforme ilustra a Figura 4(a). Em seguida, tragando-se
uma das diagonais desses trapézios, representadas por D;, obtém-se a superficie
decomposta em tridngulos, conforme ilustra a Figura 4(b).

Note que os lados dos triangulos ficam totalmente definidos pelas geratrizes, as
diagonais e as cordas, onde as cordas correspondem as bases inferior e superior dos
trapézios definidos pelas geratrizes do sélido em questao.

Quando as bases sao circulares, ressalta-se que o processo é valido somente
quando o numero de divisdes da base é suficientemente grande para que o com-
primento do arco, considerado como base do trapézio, e a sua corda tendam a ser
praticamente iguais. Durante o processo de planificacao, a quantidade de divisoes
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a) Superficie decomposta em (b) Superficie decomposta em
trapézios triangulos

Figura 4: Superficie decomposta pelo Método da Triangulagdo.

das bases é definida em fun¢ao da precisdo desejada. A precisdo considerada no
protétipo é de 1071,

Para se manter as caracteristicas da superficie lateral do sélido, as verdadeiras
grandezas das geratrizes, das diagonais e das cordas, devem ser iguais tanto no
espago como no plano.

No espago, como as coordenadas dos pontos ja foram determinadas anterior-
mente, para se calcular as verdadeiras grandezas utilizou-se do conceito de distancia
entre pontos da Geometria Espacial.

Desta forma, as geratrizes e as diagonais sao calculadas da seguinte maneira:

Gi = d(P3-1,P), (3.3)
D; d (P2, Pait1) . (3.4)

ondet=1,2,...,n+ 1.

As cordas correspondentes as bases superiores (¢;) e inferiores (¢;) dos tridngulos
que definem a superficie lateral do sélido sao calculadas no espago através do cédlculo
da distancia entre pontos subseqiientes da mesma base, ou seja,

cs = d(Pa, Paisa),
d (P21, Paiy1) -

Tomando-se os pontos no espago como referenciais e utilizando as G;, D;, ¢; e ¢;
calcula-se os 2n+2 pontos do plano P;(z;,y;), correspondentes a eles na planificacao
da superficie do sélido, observando o fato que devem ser mantidas estas distancias
entre os pontos correspondentes da superficie planificada.

Por convengao, o primeiro ponto da superficie planificada P, correspondente ao
primeiro ponto da base inferior (P1), foi localizado na origem do sistema wzy, ou

Ci
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seja: P; = (0,0); o segundo ponto da superficie planificada P, correspondente ao
primeiro ponto da base superior (Ps) foi localizado no eixo y, onde a ordenada do
ponto corresponde & primeira geratriz, ou seja: Py = (0, G1).

Conhecidos os dois primeiros pontos planificados, passou-se ao calculo dos de-
mais, utilizando-se equagoes obtidas através dos conceitos de cédlculo de distancia
entre pontos e de calculo da drea determinada através das coordenadas dos vértices
de um tridngulo da Geometria Plana e Espacial, levando em consideracao o fato
que esses valores devem se corresponder no espaco e no plano. Observa-se que a
identidade entre as areas dos triangulos no espago e no plano, uma vez que a su-
perficie foi discretizada é sempre véalida: o tridngulo planificado é obtido mediante
um movimento rigido do triangulo, o que conserva suas dimensoes.

No caso de sélidos com bases circulares, deve-se ressaltar que a identidade entre
o modelo real e o discretizado sera mais fiel com o aumento do nimero de pontos,
obtidos na divisao das bases. Dessa forma, os triangulos definem com maior precisao
a area a ser planificada.

Sendo conhecidos os pontos P; e P;y1, para determinagao dos préximos dois
pontos P;s e P13 utilizou-se o procedimento descrito a seguir:

Para o calculo do ponto P;2, pelo método da triangulagao tem-se que:

d(Pi+1,Piv2) = Di, (3.7)
d (Pz; Pi+2) Cj. (38)

Como sao conhecidas as medidas dos lados do tridngulo no espaco (G;, D; e ¢;),
também determinou-se a area do triangulo através da férmula de Heron

Area = \/p(p — D;)(p— Gi)(p — ci), (3.9)

onde p é o semi-perimetro do triangulo cujos vértices correspondem aos pontos no
espaco Fi, Fi+1 e ﬁi_;'_g.

A area do triangulo correspondente no plano, também foi calculada através das
coordenadas correspondentes dos vértices no plano P;, P;y1 e P;yo, da seguinte
formas:

Area = 3| Terr Vire 1. (3.10)
Tit1 Yit1 1

No calculo da area no plano, foi considerado a orientagdo dos pontos sempre no
sentido anti-horario, evitando dessa forma a duplicidade da solugao.

A Figura 5 ilustra a seqiiéncia utilizada para a determinagao dos pontos.

Igualando-se as dreas no espago e no plano (equagoes 3.9 e 3.10) e utilizando-se
as equagoes 3.7 e 3.8, determina-se as coordenadas do ponto P;; 2.

Em seguida, conhecidos os pontos P;;1 e P, 2, utilizando-se do mesmo procedi-
mento, passa-se para o calculo do ponto P, 3, através das seguintes equacoes:

d(Piy2; Piy3) = Giya, (3.11)
d(Piy1, Piys) = cs, (3.12)
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Figura 5: Indicacao dos pontos P;, P;y1, Piyo2 e P;.

Figura 6: Planificacao da superficie lateral do cone truncado.
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Area = \/p(p — Dy)(p — Gis1)(p — cs), (3.13)

onde p é o semiperimetro do tridngulo cujos vértices correspondem aos pontos no
espago Piy1, Pita e Piys,

) Tiv1 Yip1 1
Area = § Ti+2  Yi+2 1 s (314)
Tits Yiys 1
onde considera-se as coordenadas correspondentes dos vértices do triangulo no plano
Pit1, Piy2 e Piys.
Utilizando-se as férmulas anteriores é possivel calcular as 2n 42 coordenadas do
plano correspondentes a superficie do sélido planificado.
Esses pontos foram unidos, tanto a base superior como a inferior, e a superficie
lateral do sélido planificada pode ser visualizada pela Figura 6. Ao se unir os pontos
iniciais com os finais, obteve-se a construgao final da superficie do tronco de cone.

3.1. Algoritmo Planificacao de Superficie

As equagoes apresentadas anteriormente permitiram o desenvolvimento do prototi-
po de software descrito pelo algoritmo abaixo.

Inicio
Leitura de Dados
inicio
Escolha entre as opgoes:
1. Cone,
. Cone Truncado,
. Cilindro,
. Piramide,
. Piramide Truncada,
. Prisma
Caso as bases sejam circulares
inicio
Leia: raio(s) R e r e altura h
Caso seja obliquo, leia deslocamento do eixo superior central (dz, dy)
Calcula n (nimero de divisoes das bases )
inicio
erro = 1071
n =20
Calcula arco
Calcula corda
Enquanto | arco-corda | < erro faca

DO W N



210 Oro, Kripka e Maziero

inicio
arco = corda
Calcula angulo 6
Calcula corda
fim enquanto
n = valor inteiro de (27/6) + 1
fim Calcula n
fim Caso as bases sejam circulares
Caso as bases sejam poligonos regulares
inicio
Leia: n = ntmero de lados da(s) base(s), tamanho da(s) aresta(s) Lg e Lp
e altura h.
Calcula raio(s) R e r definido(s) pelo(s) angulo(s)
Caso seja Obliquo, leia deslocamento do eixo superior central (dz, dy)
fim Caso as bases sejam poligonos regulares
fim da Leitura de Dados

Calculo das Coordenadas no Espago do Sélido
inicio
Parai=1,...,n+ 1 faga
inicio
a; = (i —1)*(2m/n)
ng,1 = (R COS(OQ), Rsen(ai), 0)
Py; = (rcos(a;) + dx,rsen(a;) + dy, h)
fim para
fim do Calculo das Coordenadas no Espaco do Sélido

Calculo das Geratrizes da Superficie no Espago
inicio
Parai=1,...,n+ 1 faga
inicio
G; = d (Pai—1, Px)
D;=d (P2iaP2i1)
fim para
fim do Calculo das Geratrizes da Superficie no Espago

Planifica¢do da Superficie Lateral do Sélido

inicio

P, =(0,0)

P2 - (07G1)
Parai=1,...,n+ 1 faca

inicio
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¢i = d(Pai—1, Paiy1)
d(FZi:F2i+l) = D7

d(ﬁ2i717F2i+1) =
p=(D; +Gi+ci)/2

T2i—1  Y2i—1
Vo —Di)p—Gi)(p—ci) = | T2i41 Yoit1

o T2 Y2i
s = d(Paj, Paiy2)
d(Piy1, Paiy2) = Gia
d(ﬁm;?zim) = Cs
p=(Di+Git1+c2)/2
T2i Y2i

\/p(p - Di)(p - Gi+1)(p - Cs) = | T2i+1 Y2i+1
T2i+2  Y2i+2
fim para

fim da Planificacao da Superficie Lateral do Sélido

Desenho da planificagao
inicio
Para i =1,...,2n faga
inicio
Una os pontos P; e P;y;
Una os pontos P; e Pjyo
fim para
Una os pontos Papyo € Popy1
fim do Desenho da planificagao
Fim do Programa Principal

211

Para representagao dos diferentes tipos de sélidos, foram necessarios apenas
alguns ajustes nos dados de entrada do programa, conforme listados na Tabela 1.

No caso da planificagado dos sélidos na forma obliqua, como as extremidades
superior e inferior que definem as bases do sélido, por convencao, estao localizadas
em planos paralelos ao plano xy, considera-se a base inferior fixa e permite-se o
deslocamento desejado da outra base, através do deslocamento dos pontos que a
definem. Dessa forma, mantém-se o formato das bases, alterando-se apenas a su-

perficie lateral do sélido.
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Tabela 1: Ajustes nos dados de entrada do protétipo de software.
- Raio Base | Raio Base Numero Aresta Aresta
Sélido . . Altura Base Base
Superior Inferior de lados . .
Superior Inferior
Cone fazr =20 R h calcula n — —
Cone
Truncado r R h calcula n — —
Cilindro r faz R=r h calcula n — —
Piramide faz r =0 calcula R h n faz Lp =0 | Lg
Piramide
Truncada calcula r calcula R h n Lp Lg
Prisma calcula r faz R=r h n Lp Lg=Lp

4. Resultados Obtidos

As figuras abaixo ilustram alguns resultados obtidos, segundo o protétipo de soft-
ware implementado em Turbo Pascal 7.0.

A fim de ilustrar com nitidez o processo de planificacao, ao invés de se calcular
o numero de divisoes das bases em funcao da precisao para os sélidos de bases

circulares, nos exemplos abaixo fixou-se n = 24.

Considerando um tronco de cone (cone truncado) com 90 mm de altura, 30 mm
de raio da base inferior e 15 mm de raio da base superior, obteve-se a superficie
planificada ilustrada pela Figura 7.

Figura 7: Exemplo da planificacao da superficie do tronco de cone.
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A Figura 8 ilustra a planificacdo da superficie de um cilindro obliquo de base
circular de raio da base de 30 mm, altura de 60 mm e deslocamento do centro da
base superior do sélido de 120 mm no eixo y.

Figura 8: Exemplo da planifica¢do da superficie do cilindro obliquo de base circular.

O 1ltimo exemplo, ilustrado pela Figura 9, refere-se & planificacao da superficie
lateral de uma piramide de base pentagonal, cuja altura é de 100 mm e aresta da
base é de 30 mm.

"

RN
N

Figura 9: Exemplo da planificacdo da superficie da piramide reta de base pentago-
nal.
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5. Conclusoes

O modelo matematico desenvolvido é eficiente e de facil implementagao, pois per-
mite a obtenc¢do das coordenadas no plano de sélidos de bases, que sao poligonos
regulares ou circulares e sélidos obliquos, utilizando exatamente o mesmo modelo
de planificacao, considerando apenas alguns ajustes nos dados de entrada para o
calculo das geratrizes e diagonais.

O protétipo de software desenvolvido trata-se de uma ferramenta que podera
vir a ser utilizada na resolugao de problemas reais, ou seja, na fabricagao de pecgas
em caldeiraria.
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