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Resumo. Neste trabalho foi formulado o problema de controle 6timo para sistemas
generalizados do tipo presa - predador, com as fungGes de controle que entram nestes
modelos em forma nao-linear. Esse problema foi resolvido através da aplicagao do
Principio do Méaximo de Pontryagin.

1. Introducgao

Muitos métodos de controle de pragas na agricultura sdo baseados em insetici-
das quimicos. As desvantagens destes inseticidas sdo [3]: a) redugdo da eficiéncia
devido a resisténcia dos insetos aos inseticidas utilizados; b) alto impacto direto
sobre os inimigos naturais; ¢) redugao da eficiéncia do controle natural pela brusca
reducao de seus hospedeiros; d) ressurgéncia de pragas; e) surgimento de pragas
secunddrias ou novas pragas; f) presenca de residuos nos alimentos; g) acidentes
ambientais; h) alta persisténcia no ambiente; i) elevado niimero de acidentes cau-
sando intoxicagdo e/ou 6bito dos operadores. Sabendo-se que a polui¢do por inseti-
cidas causa estas desvantagens, isso levantou interesse cada vez mais crescente no
controle biolégico de insetos e plantas pragas. O controle biolégico é um processo
de supressao de populagoes através de seus inimigos naturais. Estes utilizam o
inseto-praga como alimento, reduzindo o seu potencial bitico. O controle biolégico
é raramente empregado sozinho. Na maioria das vezes, é usado em associagdo a
outros métodos compativeis de controle como, por exemplo, a aplicagao racional de
inseticidas nao persistentes; mensageiros quimicos, como os horménios e variedades
de plantas parcialmente resistentes ao ataque de pragas. Essa abordagem ampla
de controle multiplo de pragas é denominada de manejo integrado de pragas. Este
manejo visa reduzir a degradagao do meio ambiente e aumentar a produtividade da
lavoura. Geralmente, no controle biolégico de pragas, os parasitéides ou predadores
sao importados ou criados em laboratério. Quando hd um numero adequado de
inimigos naturais, eles sao langados com a expectativa da criagao de um sistema
presa-predador ou hospedeiro-parasita estdvel. O conhecimento do ciclo biolégico,
dos hébitos e da dinamica populacional das culturas, das pragas e de seus inimigos
naturais constitui a base do manejo de pragas e determina o sucesso ou o fracasso
da utilizagdo do controle biolégico de insetos-praga. A escolha mal feita do tipo
de inseticida, do momento de aplicacao ou do uso de praticas agricolas prejudiciais
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aos agentes do controle bioldgico, podem favorecer a ressurgéncia de pragas e de
populagoes elevadas de insetos fitéfagos secunddarios nas lavouras, provocando, em
conseqiiéncia, um aumento no custo de produc¢ao devido a necessidade de adogao
de novas medidas de controle [2]. Um dos caminhos mais importantes em que a
matematica é usada no controle de pragas é formular uma boa estratégia do con-
trole através da manipulacdo dinamica de varidveis de controle do sistema praga
- inimigo natural. Devido a dificuldades na aplicagao da teoria do controle étimo,
existem poucos trabalhos sobre a matemadtica no controle de pragas [4, 1, 8]. Goh
usou a teoria de controle 6timo para formular uma estratégia étima para alguns
modelos simples [5]. Nestes modelos as varidveis de controle sao taxas de aplicacao
de inseticidas quimicos ou taxas de langcamento de predadores. Estas varidveis en-
tram no critério de otimizagao e nas equagoes em forma linear. Por exemplo, foi
considerado por Goh um problema de otimiza¢do do langamento de predadores [5].
O modelo do controle do sistema presa - predador é

Sy Y yz—1 1.1
o z(1-vy), o y(z—1)+u, (1.1)

onde x e y sdo as populagoes de presas e predadores, respectivamente, e u é a taxa
de lancamento de predadores que foram criados em laboratoérios ou importados. As
condigoes iniciais sao:

z(0) =z9, y(0)=uyo. (1.2)

As condigoes finais sao:

2(T)=1, y(T)=1, (1.3)

onde T', tempo final, nao é limitado. As limitacoes da fungao de controle sao:

0<u(t)<b, (1.4)

onde b é uma constante positiva. O critério de otimizacao é:

T
J:T+/ (c17 + cay) dt, (1.5)
0

onde c; e ¢y sa0 constantes nao-negativas.

O problema é encontrar uma fun¢io admissivel u*(t) que transfira o sistema
(1.1) do estado inicial (1.2) ao estado final (1.3), e que minimize o funcional (1.5).
Geralmente, no controle de pragas, grande quantidade de espécies sao removidas
do sistema durante o periodo de aplicacao. Estas espécies nao participam mais
do processo reprodutivo, competitivo e de interacao. Ao contrario, as espécies de
predadores sao introduzidas no sistema e elas comegam imediatamente a participar
do processo de reproducao, competicao e predacao. A introducao da variavel de
controle u(t) no problema (1.1) - (1.5) é equivalente ao aumento da taxa de na-
talidade da populagdo predatoria no instante t. De acordo com o modelo referido
acima, este controle nao influencia a competicao e a predagao no instante .
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2. Formulacao do problema

Consideremos o modelo presa-predador:

dzx

E = l‘f(l',y),
% = yg(x.y), (2.1)

onde x e y sao as densidades de presas e predadores, respectivamente, no instante
te f(x,y) e glx,y) sdo funcdes continuas das varidveis = e y. O sistema (2.1)
descreve o desenvolvimento natural do sistema presa-predador sem a aplicagao do
controle. Sejam U(t) e V() o nimero de presas retiradas do sistema e o niimero de
predadores introduzidos no sistema no instante ¢, respectivamente. As equagoes que
descrevem a dinamica do sistema com a aplicagao do controle podem ser escritas
na forma seguinte:

d.

d_f;:(x_U)f(x—U,erV)—klU,

d

=W+ V)ga—Uy+V)+kV. (2.2)

onde ki e ko sdo constantes positivas que caracterizam as condigoes técnicas de
aplicagdo de controle. As fungdes de controle U(t) e V() satisfazem as limitagdes:

0<U<Lux,
o<V (2.3)

Suponha que seja desejavel segurar o nivel de pragas abaixo dos danos econémicos
para pragas prejudiciais e ter um baixo custo no uso da varidvel de controle. Para
atingir estes objetivos, usamos o critério de otimizagao

o vy

to

2 (T) + ky /T U(t)dt

to

I = C1 + o s (24)

onde ¢; e ¢y sao constantes positivas que caracterizam a influéncia de cada tipo de
controle e ty e T sdo os momentos inicial e final da aplicagdo do controle, respecti-
vamente. Minimizando o critério (2.4), estamos minimizando os valores das fungdes
de controle e da populagao de pragas e maximizando a populagcao de predadores.

O problema do controle 6timo consiste em escolher um programa de controle
admissivel, que levara o sistema (2.2) do estado inicial

para o estado final, tal que o critério (2.4) seja minimizado. Este problema de
otimizagao de um sistema dinamico pode ser resolvido através do Principio do
Méximo (Pontryagin et al., 1962).
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3. Resultados e conclusoes

Para facilitar, introduzimos uma nova varidvel w,

w(t) = e {x(t) +h /t U(t)dt] o [/@ /t V(t)dt — y(t)} , (3.1)

to to

cuja derivada é

dw dx dy
- = — + kUt kV(t) — —| . 3.2
o 01[dt+1(>]+cz{2(> dt] (3.2)
Substituindo as equagoes (2.2) na expressao acima, temos:
dw
=@ - U -Uy+V) - e+ Vg -Uy+V).  (33)
Denotaremos
Cl =T — U(t),
G=y+ V(). (3.4)

Vamos definir a fun¢ao de Hamilton

H = ole1Cif(Cr,C2) — c2C29(C1,¢2)]
+1[Cf (€1, C2) — kU (8)] + ¥2[C2g(Cr, C2) + k2 V (#)], (3.5)

onde g, Y1 e 1 sao varidveis conjugadas determinadas pelas seguintes equagoes:

dvy _ OH _
d  ow
di 0H
-7 3.6
dt ox’ (36)
dy: _ _OH
dt Oy’
e condigoes finais:
dJO(T) = -1,
vi(T) = 0, (3.7)
Yo (T) = 0.

Conforme o Principio do Maximo, as fungoes de controle 6timo maximizam a fungao
H. As condigdes necessarias para o maximo da funcdo H sao:
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OH OH
— = —— —k =0
oU aCl 11/}1 )
OH OH
— = — 4k =0. 3.8
i 96, + koo (3-8)
Da primeira equacao do sistema (3.6), temos:
o = const.
Aplicando a primeira condigao final (3.7), obtemos:
g = —1. (3.9)
Da primeira equagao do sistema (3.8), temos:
OH
— = —ki1¢1.
9 191
Por outro lado,
OH O0H
ox B 8(1’
conseqiientemente, a segunda equacdo do sistema (3.6) pode ser escrita como
d
% = kythr. (3.10)
A solugéo geral da equacédo (3.10) é
¢1 = Aeklt.
Aplicando a segunda condicéo final (3.7) obtemos A = 0 e, conseqiientemente,
1 =0. (3.11)
Para a terceira equagdo do sistema (3.6), por andlise similar, obtemos:
e = 0. (3.12)
Aplicando (3.9), (3.11) e (3.12) em (3.5), obtemos:
H = —c1(1 f(C15C2) + cala 9(Cr, Ca)- (3.13)
Agora, a partir de (3.8), obtemos o sistema de duas equagoes
0 0
c1 f(C1, ) + 01C16—Cf1 - CzCza—Cgl =0 (3.14)
g 0
e e2g(,G) +ealagl = (3.15)
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Utilizando (2.3), (3.4) e os valores de (j e (s calculados das equagoes (3.14) e (3.15),
obtemos:

[ z—¢ quando = > (
ut) = { 0 quando z < (g

[ ¢ —y quando y < (
V)= { 0 quando y> (o

(3.16)
Consideremos o modelo classico Lotka - Volterra. Neste caso, temos:
f(xa Yy = a—ay,
g(xz,y) = —b+ . (3.17)
As equagoes (3.14) e (3.15) podem ser escritas como
ci(a—aa) — 2Bl = 0,
crafy +cea(=b+pG) = 0 (3.18)
Resolvendo (3.18), obtemos:
_ c1a
CQ - cro+ 0257
Cgb
S 3.19
G ot oo (3.19)

Para ilustrar a aplicagao da metodologia proposta para o controle 6timo de
pragas, foi considerada a relagdo presa-predador entre lagarta da soja (Anticarsia
gematalis) e seus predadores (Nabis spp, Geocoris, Aracnideo, etc.). Os coeficientes
do modelo foram encontrados no trabalho [7]. Neste caso, os coeficientes do modelo
sao: a =0,216; « =0,0108 b=0,173; B =0,0029; ¢ =1,7; c1 =k =
ko = 1. Na Fig.1 o diagrama de fase para o problema do controle 6timo é dado
para todos os estados iniciais positivos do sistema considerado (2.2) e (3.17). As
variaveis de controle nesta maneira compoem uma estratégia 6tima do controle dada
por (3.16).

Asretas (1 = 18,68 e (3 = 13,73 na Fig.1 sao linhas de comutacao. Elas dividem
o quadrante positivo em quatro regioes. Para qualquer trajetéria que tenha o estado
inicial na regiao A, as funcoes de controle sao nulas, isto é, U =0 e V = 0 até que
sua solugao intercepte a reta de comutagao (3. No ponto de intersecao a variavel de
controle V torna-se positiva e a funcao U permanece nula enquanto a trajetoria fica
na regiao D. No ponto de intersecao com a reta ( a varidavel de controle U torna-se
positiva. Na regiao C' as duas fungoes de controle permanecem ligadas até que a
trajetdria do sistema chegue ao ponto de equilibrio P em (19,94, 12,1). Quando o
estado inicial do sistema estd em B, a varidvel de controle V' é nula e U é positiva
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Figura 1: Diagrama de fase para o problema do controle 6timo com parametros do
modelo a = 0,216; « = 0,0108; b = 0,173; B = 0,0029; ¢4 = ¢y = k1 =
ko = 1.

até que a solucao intercepte a linha de comutacao (; ou (». Ao interceptar (i, a
variavel de controle U é desligada e o sistema envolve sua prépria dinamica natural
até que a trajetoria intercepte a reta de comutacao (». Entao a variavel de controle
U é ligada novamente e isto leva o sistema para o ponto de equilibrio P. Na Fig.2 é
apresentada a trajetéria que caracteriza a variagao de densidade de populagoes de
pragas ao longo do tempo para condigoes iniciais z(0) = 15 e y(0) = 30. A parte
inicial da trajetéria do sistema com controle (curva cheia) coincide com a trajetéria
do desenvolvimento natural (curva tracejada).
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Figura 2: Densidade de populagao de pragas ao longo do tempo para condigoes
inicias 2(0) = 15 e y(0) = 30

A Fig. 3 apresenta a variacao de densidade de populagoes de predadores ao
longo do tempo.
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Figura 3: Densidade de populacao de predadores ao longo do tempo para condigoes
inicias z(0) = 15 e y(0) = 30.
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