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Resumo. Existem processos e sistemas na natureza que devem ser modelados
por equacoes diferenciais com retardamento. Uma grande dificuldade em relacdo a
estas equagoes diz respeito a sua integragao, pois métodos analiticos sé sao possiveis
em casos muito particulares. J4 os métodos numéricos, além de nao poderem
ser aplicados diretamente, precisam superar um problema de descontinuidade da
primeira derivada no ponto inicial da integracao.

1. Introdugao

Muitos dos fendomenos encontrados na natureza precisam ser modelados por equagoes
diferenciais com retardamento como, por exemplo, o crescimento de populagoes.
Neste caso, a densidade populacional nao responde imediatamente a certos estimulos,
mas o faz apés um periodo denominado “atraso” ou “retardamento”.

Uma equacao diferencial com retardamento apresenta-se da seguinte forma:
dx

- =ftat)a(t—1)), T>0 (1.1)

I[to 7T,t0] ZQOU(t) (12)

Aqui, o problema inicial é encontrar uma solugao continua x(t) da equacio (1.1)
para t > to sujeita & condigdo (1.2), onde po(t) é uma funcdo continua conhecida e
to é o ponto inicial.

2. Meétodos de Integracao Numérica

3

Um dos métodos de resolugdo do problema (1.1) - (1.2) é o Método dos Passos,
também conhecido como Método de Integracao Sucessiva. Esse método consiste em
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dividir o periodo de integragdo [tg, 7] em intervalos de tamanho 7 e substituir o
termo com retardamento pela solugao obtida no intervalo anterior. Portanto, deve-
se encontrar a solucao z(t) do problema (1.1) - (1.2) da equagao sem retardamento:

& = Fltsalt),polt =)

to <t <to+rT, z(to) = wo(to)-

Assim, o argumento (¢ — 7) fica no conjunto inicial [ty — T, to] e, conseqiientemente,
o0 3% argumento z(t — 7) da funcdo f é igual & fungéo inicial py(t — 7).

Supondo que exista a solu¢do z(t) = ¢1(t) do problema inicial no intervalo
[to, to + 7], por analogia obtém-se

o = Fltalt)palt =),

para to+7 <t <to+2r, z(to+7)=p1(to+71)

‘jl_f = f(t. (), n(t — 7))

para to+nt <t<tog+ (n+1)r, z(to+nt)= p,(to + nr).

Porém, equagoes diferenciais com retardamento podem ser integradas analiti-
camente somente em casos excepcionais, ou seja, casos em que existam solugoes
analiticas em cada passo e que o retardamento 7 nao seja pequeno em relagdo ao
intervalo em que se precisa encontrar a solugao.

Mesmo assim, a idéia principal do Método dos Passos tem muita importéancia,
pois os métodos numéricos habituais nao podem ser aplicados diretamente & reso-
lucdo de equagoes diferenciais com retardamento. Assim, a idéia do Método dos
Passos deve ser embutida nos métodos numéricos.

Os métodos numéricos utilizados no presente texto sao os métodos de quarta
ordem de Runge-Kutta, Milne e Adams.

Uma das dificuldades encontradas na resolucao de equacoes diferenciais com
retardamento por métodos numéricos é a existéncia de um problema de descon-
tinuidade para a (k+1)-ésima derivada no ponto ty + k7.

Realmente, no ponto ty, embora seja satisfeita a condi¢ao z(tg) = @o(to), a
primeira derivada dz/dt é descontinua, pois

dx dg&o
E(to +€) # W(to —€),
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onde € é um infinitésimo. Somente num caso especial é possivel obter uma con-
tinuidade da derivada da solugao no ponto tg.

No ponto tg + 7, a primeira derivada é uma fun¢ao continua, pois o lado direito
da equagao
dx
o = (t,I(t),.’L‘(t - T))a
dt
é fun¢ao continua em relagio a t no ponto ty + 7 desde que z(t) é continua no ponto
to. Mas, a segunda derivada

d*x _of  of dx of dx
a0 Vgt

. . . d . L. d
no ponto tg + T, é descor.ltlnua, p01:S d—f(t — T), quando t = tg + 7, é igual a d—f(to)
que, conforme dito anteriormente, é descontinua.

3 K . 7z . . 2
Utilizando o mesmo raciocinio, percebe-se que no ponto tg 4+ 27 a derivada ‘Clngf
é continua, logo que % (t — 7) e z(t — 7) sdo continuas no ponto t = to + 27, mas

3 , , . 2 7 . 2 ,
% é descontinua, pois %(t — 7), no ponto tg + 27, é igual a ‘fiT?(to +7), que é
descontinua, como foi mostrado anteriormente.

Continuando esse raciocinio, observa-se entdo que no ponto to + k7, a (k + 1)-
ésima, derivada é descontinua e as derivadas de ordem menor do que k + 1 sdo

continuas nesse ponto.

Devido a esses pontos com derivadas descontinuas, os métodos numéricos ficam
sujeitos a alguns problemas, principalmente os métodos explicitos.

3. Simulacoes Numéricas
Nas simulagoes que foram realizadas é possivel observar que podem haver problemas
quando utilizam-se os métodos numéricos sem tomar alguns cuidados importantes

com relagao aos problemas expostos na sec¢ao 2.

Os modelos biomatemaéticos utilizados foram os seguites:
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e Hutchinson

onde:

H = densidade populacional de presas

P = densidade populacional de predadores

r = taxa de crescimento das presas

T = tempo que as presas precisam para regenerarem-se do efeito causado pelo
predador

K = nivel de saturacao

b = taxa de mortalidade dos predadores

«a e 0 = coeficientes de iteragao

onde:

7 = periodo de imaturidade das presas

r = taxa de natalidade das presas

d = taxa de mortalidade das presas

P(t)f(H(t)) = efeito da predagao

Os demais coeficientes tém a mesma defini¢do anterior.

e Freedman e Rao

O — v H(t) -~ dH(t) — f(H(t))P(t)

B0 = p(t)f(H(t - 7)) — P(t)

onde:
7 = resposta do predador & predagao
Os demais coeficientes tém a mesma defini¢do anterior.

As Figuras 1 e 3 foram ampliadas em um mesmo intervalo a fim de ilustrar o
problema percebido quando utilizou-se o método de Milne com valores iniciais cal-
culados com o método Runge-Kutta. Nota-se ainda que o problema foi contornado
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Hasting- Milne{v.i.rkd)

NO=4

PO=3

tau=2
fi=reta
=15

b=0.5
f{H(t)}=0.86H

0 5 10 15 20 25 30

Figura 1: Simulacao do modelo Hasting realizada com o método de Milne com valo-
res iniciais calculados utilizando o método Runge-Kutta de quarta ordem. Nenhum
tratamento especial foi dado aos pontos de descontinuidade das derivadas.

1.3 - - . .

B

186 19 192 194

N(E), P(E)

Figura 2: Ampliagao de parte da Figura 1.
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5 Hasting- Milne{v.i.e pontos de desc.Euler)

Figura 3: Simulagdo do modelo Hasting realizada com o método de Milne e com
valores iniciais e pontos de descontinuidade calculados pelo método de Euler.

188 19 192 194

Figura 4: Ampliacao de parte da Figura 3.
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Freedman & Rao- Adams, Milne(v. i. rkd}, RK4

NO=4

PO=3
tau=0.5
fi=cos
r=1.2

b=0.4
fiH{t))=0.3H

Figura 5: Simulagao do modelo Freedman-Rao realizada com os métodos de Milne,
Adams e Runge-Kutta; valores iniciais calculados pelo método de Runge-Kutta.
Nenhum tratamento especial foi dado aos pontos de descontinuidade das derivadas.

Hutchinson- Milne{v.i.rkd}

NO=3
P0=15
tau=1.8
fi.= par
=15
k=3
a=0.8
h=1.2
heta=1.8

Figura 6: Simulacao do modelo Hutchinson realizada com o método de Milne; valo-
res iniciais calculados pelo método de Runge-Kutta. Nenhum tratamento especial
foi dado aos pontos de descontinuidade das derivadas.
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quando utilizou-se o método de Euler para os valores iniciais e também nos pontos
em que ha descontinuidade em alguma ordem de derivada.

Na Figura 5, o método ilustrado é o de Milne, entre outros, visto que todos
coincidiram. Apesar disso nao surgiu nenhum tipo de anormalidade semelhante ao
da Figura 1, que também ilustra Milne. A diferenca é o modelo que esta sendo
integrado.

A Figura 6 ilustra um outro aspecto interessante do estudo realizado. Nota-se
que nao hé descontinuidade da primeira derivada no ponto inicial (¢ = 0), pois foi
escolhida uma funcao inicial especial de modo que houvesse continuidade da solugao.

4. Conclusao

Como pdde ser visto ne seccao anterior, realmente houve diferenca entre alguns dos
métodos numéricos utilizados. O método de Milne de quarta ordem foi o que apre-
sentou problemas. Os métodos de Adams e Runge-Kutta, ambos de quarta ordem,
mostraram um bom comportamento em relagao a solugao.

Uma sugestao para evitar o problema que surgiu na utilizagdo do método de Milne
(Figura 1), no caso em que a fungéo inicial é inconveniente (ou seja, causa descon-
tinuidade na primeira derivada no ponto inicial), seria a possibilidade de adotar o
método de Euler para obter os primeiros valores necessarios na utilizagao de métodos
explicitos e, também, nos pontos de descontinuidade to,to + 7,...,t0 + (n — 1)7,
onde n é a ordem do método numérico explicito utilizado.
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