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Resumo. A otimizagao dindmica do processo de fermentagao batelada alimentada,
através do controle da vazao de alimentacao de substrato, caracteriza um problema
de controle singular de dificil solucao devido a flutuagao do indice diferencial e da
ativagao das restrigoes. Nesse caso, a estratégia 6tima de alimentagao é obtida
através da aplicagado do Principio de Pontryagin e de procedimentos de redugao de
indices superiores para a determinacgdo da Funcao Identificadora de Fases. Dessa
forma, o problema original é transformado em um problema de identificagdo dos
instantes em que as fases ocorrem e da estratégia de controle em cada fase. No
presente trabalho é avaliado o efeito da concentracao inicial de substrato dentro
do fermentador sobre os perfis 6timos de alimentagdo. Os resultados mostram
diferentes estratégias de alimentagao de substrato em fungao da concentragao inicial
de substrato no meio fermentativo, configurando assim novas possibilidades para a
otimizagao do processo em escala industrial.

Palavras-chave. Problema de controle 6timo, arco singular, fermentacgao alcoélica.

1. Introducao

O Problema de Otimizagio Dinamica ou Problema de Controle Otimo (PCO) con-
siste na obtencao dos perfis das variaveis de controle que maximizam ou minimizam
um determinado indice de desempenho [3, 5, 8]. No caso especifico do processo de
fermentacao batelada alimentada, deseja-se maximizar a produtividade de etanol
através da manipulagao da taxa de alimentagao de substrato. Esse PCO é caracte-
rizado pela presenca de singularidades devido a flutuagao do indice diferencial e de
ativagoes de restrigdes na variavel de controle e no volume do fermentador.

Para resolver este problema, varios métodos numeéricos tém sido propostos [12,
10, 5, 8]. Estes sdo classificados em [3, 7, 10, 5, 8]: métodos diretos, métodos
baseados na aplicacao do Principio de Pontryagin, conhecido popularmente como
métodos indiretos e o método HIB (Hamilton-Jacobi-Bellman).

Tradicionalmente, os métodos diretos tém sido usado para a resolu¢ao do PCO
devido a sua facilidade de implementacao e por nao demandar a geragao das con-
digoes de otimalidade e posterior resolucao de um Problema de Valor no Contorno
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Algébrico-Diferencial (PVCAD) [12]. J4 os métodos indiretos, consistem na trans-
formacao do problema de otimizagao original em um PVCAD resultante da apli-
cagao das condigoes de otimalidade. Como principais dificuldades pode-se citar a
dificuldade da geragao das condicoes de otimalidade para sistemas de grande di-
mensao e da dificuldade inerente da resolucao do problema de valor no contorno
resultante [3, 4, 7, 10]. Apesar destes obstaculos, a abordagem indireta tem sido
aplicada nos processos de fermentagéo [13, 14, 9] para a obtencao da Fungao Iden-
tificadora de Fases (FIF) [10] necessaria & determinagdo da estratégia o6tima de
alimentacao de substrato.

O problema de fermentacao batelada alimentada é caracterizado por trés fases
béasicas: modo de operacdo batelada (sem entrada e saida de massa através do
volume de controle considerado) e dois modos de operacdo batelada alimentada (o
controle operando na condigao de saturacao, isto é, vazao méxima ou o controle
singular) [13, 14, 9, 11, 5, 8]. A escolha do modo de operagao inicial caracteriza-
se como uma das principais dificuldades. Nos ultimos anos, a anilise fisica do
problema, aliado a escolha das condigoes iniciais e da avaliagao da FIF, tem se
configurado como um bom indicativo do modo de operagao a ser implementado no
inicio do processo [13, 14].

Neste sentido, este trabalho apresenta uma sistematica geral para a solucao de
PCO singulares cujos perfis de controle estao sujeitos a restricoes de trajetoria.
Sao realizadas avaliagbes do efeito da concentragao inicial de substrato dentro do
fermentador sobre a FIF e da estratégia de controle obtida.

2. O Processo de Fermentagcao Batelada Alimen-
tada

A fermentagdo é um dos processos quimicos mais antigos ja desenvolvidos pelo
homem. No meio industrial, ¢ um dos principais processos, cuja aplicabilidade pode
ser comprovada em diversas areas, tais como na produgao de bebidas alcodlicas,
vinagres, etanol, dcidos organicos, biopolimeros, solventes, vitaminas, antibidticos,
entre outras aplicagoes [2].

Conceitualmente, o processo de fermentacao consiste de uma complexa trans-
formacao de nutrientes de um meio de cultura, pela agao metabolica dos microrga-
nismos presentes, em produtos e mais células microbianas como descrito a seguir:

células + nutrientes — produtos + mais células + energia

No contexto de otimizagao, deseja-se maximizar a quantidade de etanol produ-
zido a partir de glicose via acao de microorganismos e sujeito as equacoes de balango
de massa
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onde x, s e p sao as concentragoes de células, substrato e produto, em unidades
de massa por unidade de volume, respectivamente, u é a taxa de alimentacao de
substrato em unidades de volume por unidade de tempo, sy é a concentragao da
corrente de substrato alimentado em unidades de massa por unidade de volume, v é
o volume do fermentador, y e o sao as expressoes da taxa de crescimento especifica
para células e substrato, ambas por unidade de tempo, e 7w é produtividade especifica
por unidade de tempo.

Fisicamente sdo impostas restrigdes na variavel de controle (u), no volume (v) e
no rendimento tedrico (1), respectivamente

0= Umin S (% S Umazx, (22)
U < Umaz, (23)
PU — Polo <. (24)

(v —Vo)Sf + VoSo — US

3. Formulagao Matematica do Problema de Con-
trole Otimo

A formulagdo matematica de um PCO genérico é dado por [3]:

minJ = (x(t;), tr) +/ " Lx, )t (3.1)

f(x,x,u,t) =0 (3.2)
S(x,u,t) <0 (3.3)
p(x(tr)) =0 (3.4)
x<x<xV (3.5)
ut <u< u? (3 6)

onde x é o vetor das variaveis de estado, u é o vetor das varidveis de controle,
W(x(tyr),tsr) € o primeiro termo da fungéo objetivo avaliado em ¢t = t; e L(x,u,t) é
o segundo termo do funcional J, S(x,u,t) é o vetor de restrigdes de desigualdade,
f(X,x,u,t) é o vetor de restrigdes algébrico-diferenciais, e ¢(x(ts)) é o vetor de
varidveis definidas no tempo final ty. Os sobrescritos L e U identificam, respectiva-
mente, os limites inferior e superior das variaveis.

3.1. Solugao do PCO através da abordagem indireta

Os métodos indiretos surgiram com o desenvolvimento do Céalculo Variacional, per-
mitindo a dedugao das condigOes necessarias e suficientes para a solucao de PCOs
[3, 8]. Tal metodologia consiste da transformagdo do problema original em um
PVCAD e posterior resolugdo por uma dada técnica numérica [6].
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Seja o problema de controle descrito pelas equagdes (3.1) e (3.2). Para este
sistema, a fun¢do Hamiltoniano é definida como [3, 7, 10]:

H=L(x,u,t) +\Tf. (3.7)

A partir da aplicagdo do Principio de Pontriagyn, obtemos as condic¢oes de oti-
malidade ou Equagoes de Euler-Lagrange (3, 7, 10]:

. _ OH _ Ov(x(ty) tr)
0H

onde a equagao (3.9) é conhecida como condicgao estacionaria.

3.2. O PCO linear na variavel de controle

A Teoria de Controle Otimo diz que a estratégia de controle 6timo para o PCO
linear com relagao & varidvel de controle deve seguir a seguinte relagao matematica

[3]:

Umaz S€¢ FIF<0
u(t) = Using se FIF=0 (3.10)
Umin € FIF>0,

d» ( OH
dtm \ Ou
a variavel de controle.

Desta maneira faz-se necessario o conhecimento da Funcao Identificadora de
Fases (FIF) [10] para a determinacao de qual estratégia de controle sera empregada
na fase corrente.

Destacada uma das principais dificuldade referentes & resolucao do PCO via
abordagem indireta, serd apresentada na secao 4., a metodologia para a obtengao
da FIF em funcgdo apenas das variaveis de estado, evitando assim a resolugao do
problema de valor no contorno oriundo da aplicacao do Principio de Pontriagyn.

onde FIF= e n é o numero de diferenciacoes necessarias para explicitar

3.3. Arco singular e indice diferencial

Conceitualmente, arcos singulares ocorrem quando a matriz Hessiana do Hamil-
toniano com relagdo as variaveis de controle é singular [3]. No caso especifico do
problema de fermentagao, a presenca da variavel de controle na forma linear intro-
duz naturalmente singularidade a esse problema, assim como destacado na segao
anterior.

Ja os PCOs nao lineares podem apresentar impulsos nas variéveis de controle se
elas nao forem submetidas a limites. Quando estes limites sdo impostos, a solugao
apresentara periodos com a variavel de controle nos limites de restricao e arcos
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singulares [3]. Frequentemente as variaveis de controle apresentam descontinuidades
quando passam do arco restrito para o arco singular ou vice-versa [3, 10, 11].

Outra definicdo relevante na analise de PCOs é o conceito de Indice Diferencial
(ID). Segundo Brenan et al [4], o ID é o ntmero minimo de vezes que o sistema
algébrico-diferencial ou parte dele deve ser diferenciado com relagao ao tempo para
determinacao de um sistema puramente diferencial. Tal conceito esta diretamente
relacionado ao grau de dificuldade de resolugao de um sistema algébrico-diferencial,
decorrente de mau condicionamento, instabilidade, singularidade e méa convergéncia.
O ID é uma quantidade local, isto é, definida num ponto particular da trajetoria de
estados e pode mudar em pontos discretos ao longo desta trajetéria.

4. Metodologia

Assim como mencionado anteriormente, esta secao ¢ dedicada ao desenvolvimento
de uma metodologia para a obtencao da FIF em fungao apenas das variaveis de
estado. Neste contexto, redefinindo como variavel de controle a taxa de diluicao
(D = u/v), ao invés da vazdo de alimentagdo de substrato, consegue-se eliminar
estrategicamente a equacao do balango global (0 = u) do sistema dado por (2.1):

T nx —x
s$|=1|—ox |+]| (sfy—s) | D=F=F+ FD. (4.1)
P m P

Neste caso, a fungdo Hamiltoniano (H) é definida como sendo
H=)MNF=)\"Fy+\'FD. (4.2)
A condigéo estacionaria (equagao (3.9)) é dada por
AP =o0. (4.3)

Para problemas com tempo final livre sabemos que a funcao H é nula na trajetoria
6tima de controle [3], mas como AT F} (condigdo estacionaria) tem de ser nula, isso
implica que AT Fy também sera nula,

M Ey=o0. (4.4)

Como as equagoes (4.3) e (4.4) sao lineares com relagdo ao vetor de variaveis adjun-
tas A, é possivel escrever A\ = A1 A3 e Ao = A3, onde Ay e As sdo funcdes apenas
de varidveis de estado. A partir da diferenciacdo da condicdo estacionéaria, com
relagdo ao tempo, e com a substituicdo de Ai(x,A3) e de A2(x, A3) ndo é possivel
obtermos a variavel de controle D explicitamente na equacao (4.5)

).\TFl + /\TF1 = A3A3 =0, (45)

onde As é uma funcdo apenas de varidveis de estado.
Como A3 nao necessariamente é nula, implica que

Ag =0. (4.6)
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A equagao (4.6) é a FIF e que sera utilizada para a identificacao dos instantes de
transigdo entre as fases (eventos) e a estratégia de controle em cada uma delas a
partir da diferenciacao da equacao 4.6 com relagao ao tempo

dAs

Dsing — W

= X(Xu X, Dsing) =0. (47)
Deve ser destacado que com essa manipulagao algébrica, sao necessarias 2 diferen-
ciagOes para a obtencao explicita da variavel de controle D. Para a obtengao do
sistema puramente diferencial faz-se necessario a diferenciagéo da equagao (4.7) com
relagao ao tempo, caracterizando assim um problema com indice diferencial igual a
3. Lembrando que quando a variavel de controle D for obtida, a equagao de balango
global (v = u) e a taxa de alimentagao de substrato u s@o novamente inseridas no
sistema original.

5. Resultados e Discussoes

Neste trabalho sao utilizadas as expressoes para a taxa de crescimento especifica
(u e o) e para a produtividade especifica 7 para o microorganismo Shaccaromyces
cerevisae propostas por Aiba et al [1] (0<s<120g/Le0 <p <50 g/L)

0, 408s exp(—0, 028p) sexp(—0,015p)
= = = 10u. 5.1
0,22 + s 7 oairs 0 -t G

Para avaliar a influéncia da concentragéo inicial de substrato (s,) no valor da FIF
(equagao (4.6)) e na estratégia de controle utilizada na fase atual, serdo analisados
os valores de s, que levam o processo a ser inicializado com © = Upin, U = Umaz OU
U = Uging. As outras condigdes iniciais e os parametros utilizados séo: z,=0,2 g/L,
Po=0 g/L, v5=5 L, tmaz=3 L/h, Umars=20 L, s;=100 g/L e n=0,51.

Substituindo as condigdes e os parametros na FIF (equacao (4.6)), esta se torna
uma fungdo apenas de s. Assim podemos escolher s, de tal forma a termos FIF=0,
FIF>0 ou FIF<0. Desta maneira sao consideradas trés possibilidades para a inici-
alizacao do modo de operacgao:

e Caso A: s,=0 g/L, o que nos leva a inicializar o processo com u = Upqz. Fisi-
camente isto significa que devemos fazer com que a concentracao de substrato
aumente rapidamente para que as células possam crescer.

e Caso B: 5,=100 g/L, neste caso, esse valor de s, faz com que a FIF seja nula.
Assim, podemos inicializar o processo com ¢ = Upmin (Caso B) ou u = uging
(Caso C). No Caso B, o processo é inicializado com modo de operacao batelada
ja que s, é alto, fazendo com que as células cresgam rapidamente. Ja no caso
C, o controle é singular e dado pela equacdo (4.7). Em cada um dos casos, o
processo ¢ finalizado quando a concentracio de substrato é zero (s ~ 107%),
definindo assim o tempo total de fermentagao (¢¢).

Desse modo, de posse da FIF e da estratégia de controle com que o processo
serd inicializado, o problema original de otimizacao é convertido em um problema
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equivalente de identifica¢ao dos instantes em que ocorre a mudanga de fase (eventos).
O sistema formado pelas equagoes (2.1) a (2.4), a FIF (equagao (4.6)) e o controle
singular (equagédo (4.7)) s@o resolvidos pelo método Runge-Kutta 4* ordem.

A Tabela 1 apresenta as estratégias de controle e respectivos indices diferenciais

obtidos em cada uma das fases.

Tabela 1: Estratégia de controle (u) e indice diferencial (ID) definido por fase.

A O<t§tsl ts1 <t < ts2 t52<t§t53 ts3<t§ts4 ts4<t§tf
Umaz € ID=1 | Upmin € ID=1 | Uging € ID=3 | Umaz € ID=1 | Uy e ID=1
B 0<t§t51 tsl<t§t52 t52<t§ts3 ts3<t§tf
Umin € ID=1 | Using € ID=3 | Upmqae € ID=1 | Upmin e ID=1
o[ 0<t<ta |[ta<i<i
Uging € ID=3 | umin e ID=1

*Neste caso como Uging > Umazr = Using = Umaz

Nessa tabela ¢ possivel observarmos que no caso A (s,=0 g/L) o processo
inicializa-se com u = Umqs até que a FIF seja nula (v = uging), mas como o
controle calculado é menor que zero, nessa fase usa-se © = Ui, até que a FIF
se anule. A partir dai u = using até que que a restri¢do na variavel de controle
fique ativa (v = wmas). Esta fase é mantida até que a restricdo no volume do
reator seja satisfeita (v = Upqz), COM 1880 U = Upmin. No caso B (s,=100 g/L) o
processo inicializa-se com u =, até que a FIF seja nula (v = uging). Essa fase
finaliza-se quando a restricao no controle fica ativa, usando a partir desse instante
U = Umin. No caso C (s,=100 g/L) o processo inicializa-se com © = Ugng, Mas
COMO Using > Umaz, iMplica que Using = Umaz até que a restrigao no volume seja
alcangada (v = Umaz ), fazendo com que u = Upyn.

A Tabela 2 mostra os eventos, o tempo final e a produtividade obtida ao final do
processo de fermentacao para cada um dos casos. Nesta tabela, pode-se observar

Tabela 2: Eventos (ts (b)), tempo total de fermentagéo (¢t; (h)) e produtividade
(pv (g)) para os casos estudados.

[ Caso [ ta(h) | tea(h) [ tes(h) [ taa(h) [ t5(b) | pu(g) |

A | 2,00 | 10,36 | 13,62 | 14,25 | 15,02 | 425,28
B | 11,41 | 18,66 | 19,34 - 19,99 | 670,19
C | 4,99 N N N 15,50 | 581,68

que o caso B foi o que apresentou maior produtividade as custas de um maior
tempo de fermentagao. Comparando apenas A e C, os tempos de fermentagao sao
proximos, mas a produtividade de C é superior a de A.

As figuras 1 a 3 apresentam os perfis 6timos para a concentracao de células (),
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de substrato (s), de produto (p), o volume (v), a taxa de alimentacao de substrato
(u - estratégia de controle) e a produtividade (pv) para cada um dos casos.

104 A 100 $—o—g—o_
91 e 90 R\\O{O%\o —Caso A
81 / 801 ‘\ e —a+—CasoB
71 70 . e
~ 6] — 601 ° aso C
- a
® 5 ®
= 4] ——— Caso A =
31 —a+—Caso B
%: —o—Caso C
0 2 4 6 8101214161820 02 4 6 8101214161820
t (h) t(h)
(a) = (g/L). (b) s (g/L).
Figura 1: Perfis de concentragao de células e de substrato.
354 . 201
30] 4 18]
25 161
—~ 141
20+ ~
?g 151 = 12]
= ® 10] —— Caso A Va
10 8- —a+—Caso B e
51 61/, omCaseC S
(O — ) M
0 2 4 6 8101214161820 0 2 4 6 8101214161820
¢ (h) t(h)
(a) p (g/L)- (b) v (L).

Figura 2: Perfis de concentracao de produto e volume do fermentador.

3,0

u (L/h)
o

024 6 8

10 12 14 16 18 20
¢ (h)
(a) u (L/h). (b) pv (g).

Figura 3: Perfis da variavel de controle e de produtividade.

Considerando a densidade da solu¢do como sendo 1 g/, a massa total de subs-
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trato alimentado nos casos A, Be C, € 228,33 g; 287,14 g e 231,88 g, respectivamente.
Para as expressoes de taxa de crescimento especifica e de produtividade especifica
consideradas, percebe-se que quanto maior a massa de substrato alimentado, maior
é a produtividade.

6. Conclusoes

Este trabalho apresentou uma estratégia de reducao da fase singular do PCO apli-
cado ao processo de fermentagao batelada alimentada para produgao de etanol,
considerando restrigoes na produtividade, no controle, no volume do reator e tempo
total de fermentagao livre. A metodologia de solugdo empregada, em que modelos
de valor inicial sao resolvidos a cada fase, cujas caracteristicas sao definidas pelos
respectivos indices e que necessitam da determinacao dos vérios eventos, apresen-
tou resultados fisicamente satisfatorios. Todavia, devido a escolha oportuna dos
parametros utilizados neste estudo, nao foi possivel comparar quantitativamente os
resultados obtidos com aqueles reportados por Modak e Lim [14].

De forma geral, comparando as estratégias utilizadas no caso A com as uti-
lizadas nos casos B e C, cada um dos perfis obtidos s@ao solugoes 6timas para a
condigao inicial considerada. Entretanto, quando confrontamos apenas os casos B
e C (5,=100 g/L) e que comecam por U=uUpn € U=Using, respectivamente, a utili-
zaGao de u=uy;, nos leva a um melhor resultado em termos de produtividade, mas
com um maior tempo de fermentagao (Tab. 1).

Como linha de trabalhos futuros pode-se citar a formulacao de um PCO com
condigoes iniciais a serem determinadas pela otimizagao, eliminando desta maneira
tal dependéncia.

Abstract: The dynamic optimization of fermentation processes, through the con-
trol of the substrate feed rate, characterizes a singular control problem of difficult
solution due to differential index fluctuation and constraints activation. In this
case, the optimal feed strategy is obtained through the application of the Pontrya-
gin’ Principle and of the procedures for reduction of superior indexes through the
Phases Identification Function. In this way, the original problem is transformed in
a similar problem for events identification and for control strategy. The effect of
substrate initial concentration in optimal profiles is evaluated. The results show
that it is possible to obtain different strategies of substrate feed rate, configuring
new alternatives for the use in industrial context.

Key-words: Optimal control problem, singular arc, alcohol fermentation.
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