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Resumo. Neste trabalho, 
onsideramos um modelo metapopula
ional 
om sítios

distribuídos em duas es
alas geográ�
as e analisamos a estabilidade da dinâmi
a

sin
ronizada. A primeira es
ala é 
omposta por uma metapopulação 
om um nú-

mero arbitrário de sítios, enquanto a segunda es
ala é 
omposta por um número

arbitrário de metapopulações. Durante 
ada passo de tempo, assumimos que exis-

tem 3 pro
essos envolvidos na dinâmi
a popula
ional: a) a dinâmi
a lo
al, que


onsiste de reprodução e sobrevivên
ia e depende da es
olha da função para 
al
u-

lar a densidade de 
ada sítio; b) a dispersão de indivíduos entre os sítios da primeira

es
ala; e 
) a dispersão entre as metapopulações. Analisamos duas maneiras dos sí-

tios sin
ronizarem, primeiramente 
onsideramos sin
ronização na es
ala maior, por


onseguinte sin
ronização nas duas es
alas. Para o 
aso de sin
ronização nas duas

es
alas, obtemos um 
ritério para sin
ronização dependendo de dois parâmetros:

o número de Lyapunov e por um parâmetro que depende do pro
esso migratório.

No 
aso da segunda es
ala estar sin
ronizada 
om os respe
tivos sítios da primeira

es
ala não ne
essariamente sin
ronizados, obtemos um 
ritério 
ujos valores são


al
ulados numeri
amente.

Palavras-
have. Metapopulação, sin
ronização, números de Lyapunov.

1. Introdução

O estudo da sin
ronização de sistemas dinâmi
os popula
ionais é importante para

prever e avaliar o ris
o de extinção global de espé
ies. Um fen�meno importante

rela
ionado ao pro
esso de migração é a dinâmi
a sin
ronizada. Essa dinâmi
a


orresponde ao 
aso em que as densidades popula
ionais em 
ada sítio evoluem no

tempo 
om mesma amplitude e fase. A importân
ia desse fator reside no fato que

se a dinâmi
a global do sistema não está em sin
ronia, a população lo
al pode ser

re
olonizada pelos vizinhos (migrantes) das populações vizinhas (“res
ue e�e
t�),

isso favore
e a persistên
ia da população, 
onforme Blasius [3℄. Por outro lado, o

aumento no grau de a
oplamento entre as populações favore
e a possibilidade de

sin
ronização, podendo tornar a metapopulação vulnerável à extinção, 
onforme
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Earn et al. [6℄. Fatores 
omo 
ondições 
limáti
as podem ser su�
ientes para dar

algum tipo de sin
ronia 
omo, por exemplo, o 
omportamento de lin
es 
anadenses,

onde populações em reservas e
ológi
as geogra�
amente distantes possuem 
i
los

popula
ionais sin
ronizados [8℄. Outro exemplo de sin
ronização o
orreu no número

de 
asos de dengue na Tailândia, onde uma breve inspeção nos dados 
oletados entre

1984 e 1996 sugerem sin
ronia espa
ial entre as 
idades [4℄.

Estudos analíti
os das 
ondições para sin
ronização 
aóti
a 
onsistindo de um

número arbitrário de sítios a
oplados são feitos em diversos trabalhos da literatura.

Allen et al. [1℄ 
onsideraram um modelo metapopula
ional a
oplado e, através de

simulações numéri
as, 
on
luíram que a dinâmi
a popula
ional 
aóti
a reduz o ris
o

de sin
ronia. Heino et al. [7℄ extenderam o modelo proposto por Allen et al. 
onside-

rando dispersão de indivíduos dependendo da distân
ia entre os sítios e mostraram

que esse tipo de assin
ronia reduz a probabilidade de extinção, 
on
luindo que 
aos

é um 
aso espe
ial, assim 
omo perturbações lo
ais e outros fatores que 
ausam

assin
ronia. Earn et al. [6℄ deram sustentação a idéia de que os
ilações 
aóti
as

reduzem o grau de sin
ronismo entre os sítios e apresentaram um 
ritério para a

estabilidade de os
ilações sin
ronizadas 
onsiderando uma metapopulação 
om um

número arbitrário de sítios a
oplados. Esses resultados foram generalizados por

Silva e Giordani [9, 10℄, que obtiveram um 
ritério para sin
ronização 
onsiderando

um me
anismo de migração dependendo da densidade de 
ada sítio.

Com o objetivo de analisarmos o 
omportamento de metapopulações, 
onsi-

deramos um modelo metapopula
ional 
om sítios distribuídos em duas es
alas, ver

Figura 1. Apresentamos resultados sobre a estabilidade transversal assintóti
a de

órbitas sin
ronizadas e simulações numéri
as do modelo 
onsiderado.

Figura 1: (a) uma metapopulação 
omposta de quatro populações, (b) três meta-

populações onde 
ada metapopulação é 
omposta de quatro populações.
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2. Modelo Metapopula
ional em uma Es
ala

O modelo metapopula
ional 
onsiste de N sítios enumerados por 1, 2, . . ., N . Em


ada sítio existem indivíduos que estão sujeitos ao pro
esso de dinâmi
a lo
al e so-

brevivên
ia, des
rito por uma função f de 
lasse C1
. Portanto, na falta de migração

entre os sítios, a dinâmi
a lo
al é dada por

xi
t+1 = f(xi

t), i = 1, 2, . . . , N, t = 0, 1, 2, . . . , (2.1)

onde xi
t representa a densidade de indivíduos no sítio i no passo de tempo t. Consi-

deramos que todas as populações são idênti
as, no sentido que a dinâmi
a de 
ada

população é des
rita pela mesma função f . Dependendo da função f , o modelo lo
al

dado em (2.1) pode ter um 
omportamento dinâmi
o apresentando 
i
los estáveis e


aos, exemplos de funções podem ser en
ontrados em [2℄ e [5℄.

Após o pro
esso de dinâmi
a lo
al de 
ada sítio, uma fração de indivíduos m

deixa o sítio i e migra para os sítios vizinhos, onde 0 < m < 1. Assim, a densidade de

indivíduos que partem do sítio i no passo de tempo t é mf(xi
t). Dos indivíduos que

migram dos sítios vizinhos k, uma fração γik 
hegará para fazer parte da população

do sítio i no passo de tempo t + 1. Consideramos que o pro
esso de migração

é 100% bem su
edido, ou seja, não há perda de indivíduos durante a migração.

Assim temos que

∑N
i=1

γik = 1, para todo k = 1, ..., N . Além disso, 
onsideramos

que os indivíduos não retornam para o mesmo sítio, ou seja, γkk = 0 para todo

k = 1, ..., N . A matriz Γ = [γik]
N
i,k=1

é denominada matriz a
oplamento entre os

sítios da primeira es
ala, 
ada termo γik representa a fração de indivíduos que sai

do sítio k no passo de tempo t e passa a fazer parte do sítio i no passo de tempo

t+1. Fazendo essas 
onsiderações, segue que a dinâmi
a da metapopulação é dada

por

xi
t+1 = (1−m)f(xi

t) +

N
∑

k=1
k 6=i

γikmf(xk
t ), i = 1, 2, . . . , N. (2.2)

O primeiro termo do lado direito da equação (2.2) representa os indivíduos que

não partiram do sítio i no passo de tempo t, enquanto o segundo termo é a soma

de todas as 
ontribuições dos sítios vizinhos.

3. Modelo Metapopula
ional em Duas Es
alas

Para distribuição de sítios em duas es
alas, 
onsideramos que a primeira es
ala é

formada por uma metapopulação 
omN sítios, enquanto a segunda es
ala é formada

por metapopulações enumeradas por 1, 2, ..., n, formando uma metapopulação


om nN sítios. Uma maneira de entendermos o modelo é fazendo uma analogia à

dinâmi
a de indivíduos entre bairros e 
idades, a primeira es
ala seria 
omposta por

bairros, enquanto a segunda es
ala seria 
omposta por 
idades. Por simpli
idade,

vamos nos referir, algumas vezes, aos sítios da primeira es
ala por bairros e aos

sítios da segunda es
ala por 
idades.
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Modelamos a evolução no tempo de um sistema dinâmi
o de nN equações.

Em 
ada passo de tempo existem três pro
essos 
onsiderados: a dinâmi
a lo
al

de 
ada sítio, a dispersão de indivíduos entre os N sítios da primeira es
ala e a

migração de indivíduos entre os n sítios da segunda es
ala. Seja x
ij
t o número de

indivíduos no sítio {i, j}, onde i representa o bairro e j a 
idade, para i = 1, 2, . . . , N ,

j = 1, 2, . . . , n, t = 1, 2, . . .. Seja X
j
t = [x1j

t , x
2j
t , ..., x

Nj
t ] ∈ RN

o vetor popula
ional

da 
idade j. A dinâmi
a lo
al de 
ada metapopulação é des
rita por uma função

F : RN → RN
de 
lasse C1

que engloba os pro
essos de dinâmi
a lo
al e migração

entre os sítios da primeira es
ala (bairros). Portanto, na falta de migração entre as

metapopulações (
idades), a dinâmi
a da metapopulação j é dado por

X
j
t+1 = F (Xj

t ), j = 1, 2, . . . , n, t = 0, 1, 2, . . . . (3.1)

Uma dinâmi
a apropriada para 
ada 
idade pode ser dada por

F (Xj
t ) =











(1 −m)f(x1j
t ) +

∑N
k=1

γikmf(xkj
t )

(1 −m)f(x2j
t ) +

∑N
k=1

γikmf(xkj
t )

.

.

.

(1−m)f(xNj
t ) +

∑N
k=1

γikmf(xkj
t )











, (3.2)

onde f é a função responsável pela dinâmi
a lo
al de 
ada bairro, γik é a taxa

de indivíduos que migra do sítio k para o sítio i e m é a fração de migração de

indivíduos que migram entre os bairros.

Após o pro
esso de dinâmi
a lo
al de 
ada 
idade j, uma fração de indivíduos µi

parte de um bairro i e deixa a 
idade j, 0 < µi < 1, para i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , n.
Dos indivíduos que migram das 
idades vizinhas ℓ, uma proporção cjℓ 
hegará para

fazer parte da população da 
idade j no passo de tempo t + 1. O pro
esso de

migração é 100% bem su
edido, ou seja, não há perda de indivíduos durante a

migração, assim temos

∑n
j=1

cjℓ = 1. Consideramos também que os indivíduos

não retornam para o mesmo sítio, ou seja, cℓℓ = 0, para todo ℓ = 1, ..., n. A matriz

C = [cjℓ]
n
j,ℓ=1

é denominada matriz a
oplamento entre os sítios da segunda es
ala,


ada termo cℓj representa a fração de indivíduos que sai da 
idade j no passo de

tempo t e passa a fazer parte da 
idade ℓ no passo de tempo t+ 1 (ver Figura 2).

A densidade de indivíduos que sai do bairro i da 
idade j e passa a fazer parte

da população da 
idade vizinha ℓ é dada por cℓjµix
ij
. Os indivíduos que saem

do sítio {i, j} e 
hegam na 
idade ℓ não ne
essariamente farão parte do bairro i,

esses indivíduos se distribuem nos N bairros da 
idade ℓ numa proporção µki, para

k = 1, . . . , N (ver Figura 2). Com essas 
onsiderações, temos que a densidade de

indivíduos que parte do sítio ℓ da segunda es
ala e 
hega no sítio {i, j} da primeira

es
ala é dada por cjℓµi1x
1ℓ+ cjℓµi2x

2ℓ+ . . .+ cjℓµiNxNℓ
, i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , n.

Portanto, a dinâmi
a de sítios distribuídos em duas es
alas é dada por

X
j
t+1 = [I −W ]F (Xj

t ) +

n
∑

ℓ=1
ℓ 6=j

cjℓWF (Xℓ
t ), j = 1, ..., n, (3.3)

onde I é a matriz identidade, W = diag(µ1, µ2, . . . , µN ) e a matriz W é dada por
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Figura 2: Indivíduos migram do sítio j para o sítio ℓ numa proporção cℓj . Os

indivíduos que 
hegam em ℓ saindo do sítio {i, j}, 
om fração de migração µi, se

distribuem no sítio vizinho numa proporção µki, k = 1, . . . , N .

W =













µ11 µ12 . . . µ1N

µ21 µ22

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. µN−1N

µN1 . . . µNN−1 µNN













. (3.4)

Obtendo-se assim, um sistema dinâmi
o de nN equações. O primeiro termo do

lado direito da equação (3.3) representa os indivíduos que não partiram da metapo-

pulação j no passo de tempo t, enquanto o segundo termo 
onta as 
ontribuições

das metapopulações vizinhas.

4. Sin
ronização e Estabilidade Transversal

Consideraremos que a sin
ronização pode o
orrer de dois modos diferentes, são

eles: sin
ronização somente na es
ala maior e sin
ronização nas duas es
alas. No

primeiro 
aso, todas as 
idades estão sin
ronizadas 
om os respe
tivos bairros não

ne
essariamente sin
ronizados. Neste 
aso, o
orre sin
ronização se X
j
t = Xt, onde

Xt = (x1
t , x

2
t , . . . , x

N
t ) ∈ RN

, para todo j = 1, . . . , n. Já no seggundo 
aso, todas as


idades estão sin
ronizadas 
om os respe
tivos bairros sin
ronizados. Neste 
aso,

o
orre sin
ronização se X
j
t = Xt, onde Xt = (xt, xt, . . . , xt) ∈ RN

, para todo

j = 1, . . . , n.
Assim, 
onsiderando que a densidade dos sítios na es
ala maior é a mesma,

X
j
t = (x1

t , x
2
t , . . . , x

N
t ), para todo j = 1, 2, ..., n, e substituindo em (3.3), temos que
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Xt+1 = [I −W ]F (Xt) +

n
∑

ℓ=1

cjℓWF (Xt), j = 1, ..., n.

Supomos que

n
∑

ℓ=1

cjℓ = 1, para todo j = 1, ..., n, temos que

Xt+1 = (I −W +W )F (Xt). (4.1)

Portanto, a dinâmi
a metapopula
ional no estado sin
ronizado satisfaz (4.1).

Nosso interesse é estudar a estabilidade assintóti
a do sistema (3.3), isto é, quando

órbitas popula
ionais que ini
iam próximas ao estado sin
ronizado serão atraídas

para este estado. Para fazer esta análise, usaremos o teorema a seguir que é funda-

mental no pro
esso de linearização.

Teorema 4.1. Seja F : RN −→ RN
uma função de 
lasse C1

. Seja C matriz

a
oplamento entre os sítios e diagonalizável, St = (Xt,Xt, ...,Xt) ∈ Rn×N
o estado

sin
ronizado da metapopulação a 
ada passo de tempo, onde Xt = (x1
t , x

2
t , . . . , x

N
t ) ∈

RN
. Então o sistema linear asso
iado ao sistema não linear (3.3) é dado por

Yt+1 =

n
⊕

j=1

[I −W + λjW ]DF (Xt)Yt, (4.2)

onde λj são os autovalores da matriz C, Yt é uma mudança de variáveis, DF (Xt)
é a matriz Ja
obiana do modelo metapopula
inal dado em (2.2) e

⊕

representa o

desa
oplamento por blo
os de matrizes, isto é,

n
⊕

j=1

Aj =











A1

A2

.

.

.

An











Demonstração. Linearizando o sistema (3.3) em torno do estado sin
ronizado St,

obtemos a seguinte equação para a evolução da perturbação ∆t,

∆t+1 = J(St)∆t,

onde ∆t é a perturbação transversal e J(St) é a matriz Ja
obiana nN × nN do

sistema (3.3) apli
ada no estado sin
ronizado.

Pela de�nição de produto de Krone
ker

4

, a matriz Ja
obiana pode ser es
rita

na forma

J(St) = I
⊗

DF (Xt)− I
⊗

WDF (Xt) + C
⊗

WDF (Xt). (4.3)

A matriz C é diagonalizável, então existe Q matriz não singular que diagonaliza

C, isto é, QCQ−1 = Λ∗
, onde Λ∗ = diag(λ0, λ1, . . . , λn−1).

4

Seja A = [ai,j ]mi,j=1
∈ Rm×m

e B = [bi,j ]ni,j=1
∈ Rn×n

, o produto de Krone
ker é de�nido

por A
⊗

B = [ai,jB]ni,j=1
∈ Rmn×mn

.
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Considerando a mudança de variáveis, Yt = (Q
⊗

I)∆t, temos que

Yt+1 = (Q
⊗

I)∆t+1,

Yt+1 = (Q
⊗

I)(I
⊗

DF (Xt)− I
⊗

WDF (Xt) + C
⊗

WDF (Xt))∆t,

Yt+1 = (Q
⊗

DF (Xt)−Q
⊗

WDF (Xt) +QC
⊗

WDF (Xt))∆t,

utilizando propriedades do produto de Krone
ker.

Pelo fato de Yt = (Q
⊗

I)∆t, temos que ∆t = (Q
⊗

I)−1Yt, logo

Yt+1 = (Q
⊗

DF (Xt)−Q
⊗

WDF (Xt) +QC
⊗

WDF (Xt))(Q
⊗

I)−1Yt,

Yt+1 = (Q
⊗

DF (Xt)−Q
⊗

WDF (Xt) +QC
⊗

WDF (Xt))(Q
−1

⊗

I)Yt,

Yt+1 = (I
⊗

DF (Xt)− I
⊗

WDF (Xt) + Λ∗
⊗

WDF (Xt))Yt,

obtendo-se o desa
oplamento por blo
os de matrizes.

A importân
ia desse teorema reside no fato que a estabilidade do sistema não

linear pode ser avaliada através do sistema linearizado. Mais pre
isamente, deno-

tando por r o raio espe
tral da matriz

⊕n−1

j=1
[I − W + λjW ]DF (Xt), o ponto de

equilíbrio é assintoti
amente estável se r < 1, e instável se r > 1. O desa
oplamento

nos permite determinar os números de Lyapunov de J(St) a partir das n matrizes

[I −W + λjW ]DF (Xt) de ordem N ×N . É importante observar que λ0 = 1 é um

autovalor da matriz de 
on�guração C que 
orresponde aos números de Lyapunov

da solução sin
ronizada. Assim, a estabilidade assintóti
a pode ser avaliada através

dos (n−1) blo
os restantes, ou seja, através dos números transversais de Lyapunov.

Considerando a linearização do sistema (3.3) e o teorema 4.1, queremos que a

perturbação ∆t tenda a zero ao t → ∞. Isto o
orrerá se e somente se

K(X0) = max
j=1,...,n−1

( lim
τ→∞

‖Pτ−1 · ... · P1P0‖
1/τ ) < 1, (4.4)

onde Pt = (I − W + λjW )DF (Xt) e K(X0) é o maior número transversal de

Lyapunov que depende da 
ondição ini
ial X0. A seguir, analisaremos a evolução

da perturbação transversal para os dois modos de sin
ronização:

1. Sin
ronização na es
ala maior: a matriz Ja
obiana DF (Xt) do sistema

metapopula
ional (2.2), 
al
ulada em Xt = (x1
t , x

2
t , . . . , x

N
t ), possui suas entradas

dadas por

αki =

{

(1−m)f
′

(xi
t), se k = i;

γkimf
′

(xi
t), se k 6= i.

Denotando por Ωsm o atrator sin
ronizado para o sistema metapopula
ional em

duas es
alas e 
onsiderando hipóteses adequadas de integrabilidade sobre F , pode-

mos tirar a dependên
ia da 
ondição ini
ial e estabele
er uma 
ondição su�
iente

para a estabilidade assintóti
a de Ωsm, dado pelo teorema a seguir.

Teorema 4.2. O maior número transversal de Lyapunov do atrator Ωsm é dado

por (4.4). Além disso, se

K < 1, (4.5)

o atrator Ωsm é transversalmente assintoti
amente estável.

Para o 
aso K < 1 o
orre sin
ronização na es
ala maior, enquanto para K > 1
não o
orre esse tipo de sin
ronização. Os valores deK são 
al
ulados numeri
amente
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utilizando-se um algoritmo des
rito no livro de Aligood [2℄ que 
al
ula a expansão

de órbitas em N direções ortonormais.

2. Sin
ronização nas duas es
alas: a matriz Ja
obiana DF (Xt) de (2.2),


al
ulada em Xt = (xt, xt, . . . , xt) ∈ RN
, possui suas entradas dadas por

αki =

{

(1−m)f
′

(xt), se k = i;

γkimf
′

(xt), se k 6= i,

que pode ser es
rita 
omo

DF (Xt) = (I −mB)f
′

(xt),

onde B = I − Γ, Γ é a matriz de a
oplamento entre os sítios da primeira es
ala.

Portanto, Pt = (I −W + λjW )(I −mB)f
′

(xt), para 
ada λj , j = 1, . . . , n− 1.
Dessa forma,

‖Pτ−1 · . . . · P1P0‖
= ‖(I −W + λjW )(I −mB)f

′

(xτ−1) · . . . · (I −W + λjW )(I −mB)f
′

(x0)‖

= (

τ−1
∏

t=0

|f
′

(xt)|)‖(I −W + λjW )(I −mB) · . . . · (I −W + λjW )(I −mB)‖

= (

τ−1
∏

t=0

|f
′

(xt)|)‖((I −W + λjW )(I −mB))τ‖.

Assim, lim
τ→∞

‖Pτ−1 · . . . · P1P0‖
1/τ = L(x0)Λ

j ,

onde L(x0) = lim
τ→∞

(
τ−1
∏

t=0

|f
′

(xt)|)
1/τ

é o número de Lyapunov 
omeçando em x0 e

Λj
é o raio espe
tral de (I −W + λjW )(I −mB), para 
ada λj , j = 1, . . . , n− 1.
Considerando hipóteses adequadas de integrabilidade sobre f , podemos eliminar

a dependên
ia do número de Lyapunov de x0 e estabele
er uma 
ondição su�
iente

para a estabilidade assintóti
a,

K = LΛ < 1, (4.6)

onde Λ = max
j=1,...,n−1

(Λj).

Na região onde o parâmetro LΛ < 1 o
orre sin
ronização nas duas es
alas,

enquanto para LΛ > 1 não o
orre esse tipo de sin
ronização. O valor L depende

apenas da dinâmi
a lo
al do sítio, enquanto Λ depende do pro
esso migratório entre

os sítios de ambas as es
alas. Na próxima seção, apresenta-se simulações numéri
as

do modelo metapopula
ional em duas es
alas.

5. Simulações Numéri
as

Considera-se que a dinâmi
a lo
al de 
ada sítio é governada pela função exponen
ial

logísti
a que é dada por

f(x) = x exp(r(1 − x)), (5.1)
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onde r representa a taxa de 
res
imento popula
ional e x a densidade popula
ional.

Para um sítio isolado, a dinâmi
a dada por (5.1) apresenta 
i
los estáveis e 
aos [1℄.

Para avaliarmos o 
omportamento do modelo metapopula
ional em duas es
alas,


al
ula-se o erro de sin
ronização que é dado por

et =
1

nN

N
∑

i=1

n
∑

j=1

|xi,j
t − x

i,j+1

t | (5.2)

onde x
N+1,j
t = x

1,j
t , x

i,n+1

t = x
i,1
t . Assim, obtemos sin
ronização entre as 
idades

se et → 0 quando t → ∞.

Na Figura 3, plota-se o maior número transvesal de Lyapunov em função do

parâmetro µ. Observe que para plotarmos o erro de sin
ronização, analisamos a

evolução do sistema dinâmi
o dado em (3.3), enquanto os números de Lyapunov

são 
al
ulados em (4.4). Considera-se o modelo 
om 5 
idades e 5 bairros. A

dinâmi
a de 
ada bairro é dada pela função exponen
ial logísti
a 
om r=3,1, 
uja

dinâmi
a lo
al é 
aóti
a e o número de Lyapunov é aproximadamente L=1,3276.

As densidades popula
ionais ini
iais de 
ada sítio são es
olhidas aleatoriamente

próximas ao estado sin
ronizado.

Consideramos que ambas as es
alas estão a
opladas 
om os dois vizinhos mais

próximos em forma de anel. Os autovalores da matriz de 
on�guração C são dados

por: λ0=1, λ1=�0,809 
om multipli
idade 2, λ2=0,309 
om multipli
idade 2.

Ao variarmos o parâmetro µ, 
onsideramos que a matriz de 
on�guração W é

dada por W = diag(µ, µ, µ, µ, µ). Ao o
orrer o ter
eiro pro
esso (migração entre as


idades), os indivíduos se distribuem uniformemente nos sítios da 
idade vizinha.

Assim, temos que

(I −W + λjW ) =














1− µ+
λjµ
5

λjµ
5

λjµ
5

λjµ
5

λjµ
5

λjµ
5

1− µ+
λjµ
5

λjµ
5

λjµ
5

λjµ
5

λjµ
5

λjµ
5

1− µ+
λjµ
5

λjµ
5

λjµ
5

λjµ
5

λjµ
5

λjµ
5

1− µ+
λjµ
5

λjµ
5

λjµ
5

λjµ
5

λjµ
5

λjµ
5

1− µ+
λjµ
5















.

Portanto, para plotarmos os números tranversais de Lyapunov, 
al
ula-se a evo-

lução das matrizes Pt = (I −W + λjW )DF (Xt) em N direções ortonormais, onde

DF (Xt) é a matriz Ja
obiana de (2.2), e plota-se o maior valor que indi
a se as órbi-

tas do sistema metapopula
ional estão expandindo (K > 1) ou 
ontraindo (K < 1)
nas direções transversais ao atrator metapopula
ional sin
ronizado.

Com as 
onsiderações feitas na dinâmi
a metapopula
ional, para o 
aso de m =
0, 02, observa-se os seguintes 
omportamentos nos intervalos aproximados: µ ∈
(0, 0, 02], não o
orre sin
ronização; µ ∈ (0, 02, 0, 29], o
orre sin
ronização entre as


idades; µ ∈ (0, 29, 0, 47], 
idades não sin
ronizam, mas os bairros de 
ada 
idade

sin
ronizam; µ ∈ (0, 47, 0, 98], o
orre sin
ronização entre as 
idades e os bairros;

µ ∈ (0, 98, 1), não o
orre sin
ronização (ver �gura 3(a)). O aumento na taxa de

migração entre os bairros para m = 0, 1 faz as 
idades sin
ronizarem 
om taxas

de migração próximas a zero (ver �gura 3(
)). Nesse 
aso, observa-se os seguintes


omportamentos nos intervalos aproximados: µ ∈ (0, 0, 24], o
orre sin
ronização

TEMA Tend. Mat. Apl. Comput., 14, No. 1 (2013), 1-12.

doi: 10.5540/tema.2013.014.01.0001



10 Mani
a e Silva

entre as 
idades; µ ∈ (0, 24, 0, 47], as 
idades não sin
ronizam, mas os bairros de


ada 
idade sin
ronizam; µ ∈ (0, 47, 0, 98], o
orre sin
ronização entre as 
idades e

os bairros; µ ∈ (0, 98, 1), não o
orre sin
ronização.

Figura 3: Erro de sin
ronização ((a) e (
)) 
om o respe
tivo (e maior) número

transversal de Lyapunov ((b) e (d)) em função de µ, 
onsiderando sin
ronização na

es
ala maior. Os sítios estão a
oplados em forma de anel 
om os dois vizinhos mais

próximos, r=3,1, n=5, d=5. (a) m = 0, 02, (
) m = 0, 1.

Na Figura 4, apresenta-se os grá�
os sítios-tempo, após o des
arte de transientes.

Os sítios estão ao longo do eixo verti
al e são numerados de 1 a nN , onde as N

primeiras 
élulas 
orrespondem à 
idade 1, as N seguintes 
élulas à 
idade 2 e assim

por diante. As 
élulas são pintadas em seis 
ores de a
ordo 
om a densidade de


ada sítio, para densidades altas as 
élulas são pintadas de bran
a e para densidades

baixas as 
élulas são pintadas de preta, enquanto para densidades intermediárias as


élulas são pintadas de tons 
inzas. As 
ondições do modelo metapopula
ional são

as mesmas des
ritas para plotar a Figura 3(a), mas 
om µ �xo. Em (a) µ = 0, 01,
o maior número transversal de Lyapunov é maior que 1 e não o
orre sin
ronização.

Em (b) µ = 0, 2, o maior número transversal é inferior a 1 e o
orre sin
ronização

entre as 
idades, além disso, essa sin
ronização possui um 
i
lo de período 2. Em (
)

µ = 0, 3, não o
orre sin
ronização entre as 
idades, mas o
orre sin
ronização entre

os bairros de 
ada 
idade. Em (d) µ = 0, 5 e o
orre sin
ronização nas duas es
alas.

Para observarmos que o
orreu sin
ronização entre as 
idades, devemos olhar para

as 
élulas no eixo verti
al de 5 em 5 pois 
ada 
idade possui 5 bairros.
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Figura 4: Grá�
os sítios-tempo. Mesmas 
onsiderações para plotar a �gura 3(a),


om µ �xo. Em (a) µ = 0, 01, não o
orre sin
ronização; (b) µ = 0, 2, o
orre sin-


ronização entre as 
idades; (
) µ = 0, 3, não o
orre sin
ronização entre as 
idades,

mas os bairros sin
ronizam; (d) µ = 0, 5, o
orre sin
ronização nas duas es
alas.

6. Con
lusão

Sin
ronização de sistemas metapopula
ionais está fortemente rela
ionada 
om a ex-

tinção de populações, dessa forma, resultados de vários estudos podem levantar

informações úteis para evitá-la. Neste trabalho, um modelo metapopula
ional de

sítios distribuídos em duas es
alas 
one
tados via pro
esso de migração é proposto


om o objetivo de estudarmos a estabilidade assintóti
a da solução sin
ronizada.

Essa análise é feita através do pro
esso de linearização e 
al
ula-se numeri
amente

os números de Lyapunov, obtendo-se 
ondições su�
ientes para a sin
ronização en-

tre metapopulações. Essas 
ondições são obtidas a partir da de
omposição por

blo
os da matriz Ja
obiana. O ponto 
have é o fato de um dos blo
os 
orresponder

a matriz varia
ional das equações do atrator metapopula
ional, enquanto os demais

blo
os 
orrespondem às direções transversais e ditam sua estabilidade. Essa té
-

ni
a nos traz informações sobre o 
omportamento dos atratores sin
ronizados para

metapopulações e de sua estabilidade lo
al. Um exemplo numéri
o 
onsiderando a

dinâmi
a lo
al dada pela função exponen
ial logísti
a e distribuição uniforme entre

as 
idades mostra os diferentes padrões metapopula
ionais ao variarmos as taxas

de migração de ambas as es
alas. Entretanto, mais trabalho pre
isa ser feito para

des
rever e testar as diferentes hipóteses que podem ser feitas sobre o modelo para

des
rever esses padrões.

Abstra
t. In this paper, a metapopulation model 
omposed of pat
hes distributed

in two geographi
 s
ales is proposed in order to study the stability of the syn
hro-

nous dynami
s. The �rst s
ale is a metapopulation 
onsisting of equal pat
hes while

the se
ond s
ale is 
omposed of an arbitrary number of metapopulations. During

ea
h time step, we assume that there are three pro
esses involved in the population
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dynami
s: a) the lo
al dynami
s, whi
h 
onsists of reprodu
tion and survival and

depends only on fun
tion 
hosen to 
al
ulate the density of ea
h pat
h before mi-

gration; b) the dispersal of individuals between the pat
hes of the �rst s
ale; and


) the movement between the metapopulations. We examine two kinds of syn
h-

ronizations: when ea
h pat
h has the same density (both s
ales are syn
hronized),

and when ea
h metapopulation has the same density pat
hes with its pat
hes not

ne
essary syn
hronized, that is, only the se
ond s
ale is syn
hronized. A stability


riterion is obtained based on the 
omputation of the transversal Lyapunov number

of attra
tors on the syn
hronous invariant manifold. For 
ase where both s
ales are

syn
hronized, the 
riterion is determined by two terms: the Lyapunov number that

depends only on the lo
al dynami
s of ea
h isolated pat
h and a term that depends

on the migration pro
ess. For the 
ase where only the se
ond s
ale is syn
hronized,

the transversal Lyapunov number is 
al
ulated numeri
ally.

Keywords. Metapopulation, syn
hronization, Lyapunov number.
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