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Resumo. Neste trabalho, consideramos um modelo metapopulacional com sitios
distribuidos em duas escalas geograficas e analisamos a estabilidade da dindmica
sincronizada. A primeira escala é composta por uma metapopulagdo com um ni-
mero arbitrario de sitios, enquanto a segunda escala é composta por um ntdmero
arbitrario de metapopulagoes. Durante cada passo de tempo, assumimos que exis-
tem 3 processos envolvidos na dinamica populacional: a) a dinfmica local, que
consiste de reproducgao e sobrevivéncia e depende da escolha da funcao para calcu-
lar a densidade de cada sitio; b) a dispersao de individuos entre os sitios da primeira
escala; e c) a dispersdo entre as metapopulagoes. Analisamos duas maneiras dos si-
tios sincronizarem, primeiramente consideramos sincronizagao na escala maior, por
conseguinte sincronizacao nas duas escalas. Para o caso de sincronizagao nas duas
escalas, obtemos um critério para sincronizacao dependendo de dois parametros:
o ntimero de Lyapunov e por um parametro que depende do processo migratorio.
No caso da segunda escala estar sincronizada com os respectivos sitios da primeira
escala nao necessariamente sincronizados, obtemos um critério cujos valores sao
calculados numericamente.

Palavras-chave. Metapopulacao, sincronizac¢ao, nimeros de Lyapunov.

1. Introducao

O estudo da sincronizagao de sistemas din&micos populacionais é importante para
prever e avaliar o risco de extincao global de espécies. Um fenémeno importante
relacionado ao processo de migracao é a dinadmica sincronizada. Essa dinamica
corresponde ao caso em que as densidades populacionais em cada sitio evoluem no
tempo com mesma amplitude e fase. A importancia desse fator reside no fato que
se a dinamica global do sistema nao estd em sincronia, a populagao local pode ser
recolonizada pelos vizinhos (migrantes) das populagoes vizinhas (“rescue effect”),
isso favorece a persisténcia da populac¢do, conforme Blasius [3]. Por outro lado, o
aumento no grau de acoplamento entre as populacoes favorece a possibilidade de
sincronizacao, podendo tornar a metapopulacdo vulneravel a extincao, conforme
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Earn et al. [6]. Fatores como condigbes climaticas podem ser suficientes para dar
algum tipo de sincronia como, por exemplo, o comportamento de linces canadenses,
onde populagdes em reservas ecologicas geograficamente distantes possuem ciclos
populacionais sincronizados [§8]. Outro exemplo de sincroniza¢ao ocorreu no nimero
de casos de dengue na Tailandia, onde uma breve inspecao nos dados coletados entre
1984 e 1996 sugerem sincronia espacial entre as cidades [4].

Estudos analiticos das condicoes para sincronizacao cadtica consistindo de um
numero arbitrario de sitios acoplados sao feitos em diversos trabalhos da literatura.
Allen et al. [1] consideraram um modelo metapopulacional acoplado e, através de
simulacoes numeéricas, concluiram que a dindmica populacional caética reduz o risco
de sincronia. Heino et al. [7] extenderam o modelo proposto por Allen et al. conside-
rando dispersao de individuos dependendo da distancia entre os sitios e mostraram
que esse tipo de assincronia reduz a probabilidade de extingao, concluindo que caos
é um caso especial, assim como perturbacoes locais e outros fatores que causam
assincronia. Earn et al. [6] deram sustentacdo a idéia de que oscilagbes cadticas
reduzem o grau de sincronismo entre os sitios e apresentaram um critério para a
estabilidade de oscilagoes sincronizadas considerando uma metapopulagao com um
numero arbitrario de sitios acoplados. Esses resultados foram generalizados por
Silva e Giordani [9, 10], que obtiveram um critério para sincronizagao considerando
um mecanismo de migracao dependendo da densidade de cada sitio.

Com o objetivo de analisarmos o comportamento de metapopulacoes, consi-
deramos um modelo metapopulacional com sitios distribuidos em duas escalas, ver
Figura 1. Apresentamos resultados sobre a estabilidade transversal assintética de
orbitas sincronizadas e simulagoes numéricas do modelo considerado.

(a) (k)
Figura 1: (a) uma metapopulagdo composta de quatro populagoes, (b) trés meta-

populagoes onde cada metapopulagao é composta de quatro populagoes.
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2. Modelo Metapopulacional em uma Escala

O modelo metapopulacional consiste de N sitios enumerados por 1, 2, ..., N. Em
cada sitio existem individuos que estao sujeitos ao processo de dindmica local e so-
brevivéncia, descrito por uma funcio f de classe C'. Portanto, na falta de migracao
entre os sitios, a din&mica local é dada por

ziq = f(z}), i=1,2,...,N, t=0,1,2,..., (2.1)

onde x! representa a densidade de individuos no sitio i no passo de tempo t. Consi-
deramos que todas as populacoes sao idénticas, no sentido que a dinamica de cada
populacdo é descrita pela mesma funcao f. Dependendo da funcao f, o modelo local
dado em (2.1) pode ter um comportamento dindmico apresentando ciclos estaveis e
caos, exemplos de funcoes podem ser encontrados em [2] e [5].

Apo6s o processo de dindmica local de cada sitio, uma fracdo de individuos m
deixa o sitio 7 e migra para os sitios vizinhos, onde 0 < m < 1. Assim, a densidade de
individuos que partem do sitio i no passo de tempo t & m f(x¢). Dos individuos que
migram dos sitios vizinhos k, uma fracao 7, chegara para fazer parte da populagao
do sitio ¢ no passo de tempo t + 1. Consideramos que o processo de migracao
¢ 100% bem sucedido, ou seja, ndo ha perda de individuos durante a migragéo.
Assim temos que Zi\il vir = 1, para todo k =1, ..., N. Além disso, consideramos
que os individuos nao retornam para o mesmo sitio, ou seja, yxx = 0 para todo
k=1,..,N. A matriz I' = [yi],_, € denominada matriz acoplamento entre os
sitios da primeira escala, cada termo +;; representa a fracao de individuos que sai
do sitio k£ no passo de tempo t e passa a fazer parte do sitio 7 no passo de tempo
t+ 1. Fazendo essas consideragoes, segue que a dinAmica da metapopulagao é dada
por

N
Tig =L —m)f(a}) + Y qamf(af),  i=1,2,...,N. (2:2)
izi
O primeiro termo do lado direito da equacdo (2.2) representa os individuos que

nao partiram do sitio ¢ no passo de tempo ¢, enquanto o segundo termo é a soma
de todas as contribuicoes dos sitios vizinhos.

3. Modelo Metapopulacional em Duas Escalas

Para distribuicao de sitios em duas escalas, consideramos que a primeira escala é
formada por uma metapopulagdo com N sitios, enquanto a segunda escala é formada
por metapopulagoes enumeradas por 1, 2, ..., n, formando uma metapopulagdo
com nN sitios. Uma maneira de entendermos o modelo é fazendo uma analogia a
dindmica de individuos entre bairros e cidades, a primeira escala seria composta por
bairros, enquanto a segunda escala seria composta por cidades. Por simplicidade,
vamos nos referir, algumas vezes, aos sitios da primeira escala por bairros e aos
sitios da segunda escala por cidades.
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Modelamos a evolucao no tempo de um sistema dindmico de n/N equacoes.
Em cada passo de tempo existem trés processos considerados: a dinidmica local
de cada sitio, a dispersdo de individuos entre os N sitios da primeira escala e a
migracao de individuos entre os n sitios da segunda escala. Seja xy’ o ntmero de
individuos no sitio {, j}, onde i representa o bairro e j acidade, parat=1,2,..., N,
j=1,2,...,n,t=1,2,.... Seja X} = [x}?,z}7,...,2}7] € RN o vetor populamonal
da cidade j . A dinamica local de cada metapopulagao é descrita por uma funcao
F: RN — RV de classe C' que engloba os processos de dinamica local e migracio
entre os sitios da primeira escala (bairros). Portanto, na falta de migragao entre as
metapopulagbes (cidades), a dindmica da metapopulacdo j é dado por

X}, = F(X)), j=1,2,...,n, t=0,1,2,.... (3.1)
Uma dinamica apropriada para cada cidade pode ser dada por

(1—m)f(z )+Zk Lyiwmf ()

ro - | A »+;zlvmmf< oa 5

u—mﬂﬁﬂ+zinmww%

onde f é a funcao responsével pela dinamica local de cada bairro, v;; é a taxa
de individuos que migra do sitio k para o sitio i e m é a fracdo de migracao de
individuos que migram entre os bairros.

Apos o processo de dindmica local de cada cidade j, uma fragdo de individuos p;
parte de um bairro ¢ e deixa a cidade j, 0 < y; < 1,parai=1,...,N,j=1,...,n
Dos individuos que migram das cidades vizinhas ¢, uma propor¢ao c;, chegard para
fazer parte da populagdo da cidade j no passo de tempo t + 1. O processo de
migracdo ¢ 100% bem sucedido, ou seja, ndao hé perda de individuos durante a
migragao, assim temos E?Zl cje = 1. Consideramos também que os individuos
ndo retornam para o mesmo sitio, ou seja, c¢ge = 0, para todo £ =1, ...,n. A matriz
C = [cje]} =, & denominada matriz acoplamento entre os sitios da segunda escala,
cada termo cg; representa a fracdo de individuos que sai da cidade j no passo de
tempo t e passa a fazer parte da cidade £ no passo de tempo ¢t + 1 (ver Figura 2).

A densidade de individuos que sai do bairro 7 da cidade j e passa a fazer parte
da populagdo da cidade vizinha ¢ ¢ dada por cgjp;z. Os individuos que saem
do sitio {i,7} e chegam na cidade ¢ ndo necessariamente fardo parte do bairro ¢,
esses individuos se distribuem nos NV bairros da cidade ¢ numa proporgao py;, para
k=1,...,N (ver Figura 2). Com essas consideragoes, temos que a densidade de
individuos que parte do sitio £ da segunda escala e chega no sitio {7, j} da primeira
escala é dada por ng,uililiu +Cjz,ui2I2£ —+.. .+ngluiN:ENe, i=1,...,N, j= 1,...,n
Portanto, a din&mica de sitios distribuidos em duas escalas é dada por

Xl = - WIF(X]) +> el WF(X]), j=1,..,m, (3.3)

=1
£#j
onde I é a matriz identidade, W = diag(u1, fi2, . .., pin) € a matriz W é dada por
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Sitio 7

Figura 2: Individuos migram do sitio j para o sitio £ numa proporc¢ao cg;. Os
individuos que chegam em ¢ saindo do sitio {i,j}, com fragdo de migracdo u;, se

distribuem no sitio vizinho numa propor¢ao ugi, k=1,..., N.
H11 M12 e H1IN
W= | H2t H22 . : _ (3.4)
: ' MN—-1N
MN1 ... HUNN-1 HNN

Obtendo-se assim, um sistema dinamico de nN equagoes. O primeiro termo do
lado direito da equagéo (3.3) representa os individuos que nao partiram da metapo-
pulacao j no passo de tempo ¢, enquanto o segundo termo conta as contribuigoes
das metapopulacoes vizinhas.

4. Sincronizacao e Estabilidade Transversal

Consideraremos que a sincronizagdo pode ocorrer de dois modos diferentes, sao
eles: sincronizagdo somente na escala maior e sincronizacdo nas duas escalas. No
primeiro caso, todas as cidades estdo sincronizadas com os respectivos bairros nao
necessariamente sincronizados. Neste caso, ocorre sincronizagao se X7 = X, onde
X = (zf,22,...,2)) € RN, paratodo j = 1,...,n. Ja no seggundo caso, todas as
cidades estao sincronizadas com os respectivos bairros sincronizados. Neste caso,
ocorre sincronizacao se X] = Xy, onde X; = (w¢,%4,...,7t) € RY, para todo
j=1...,n.

“Assim, considerando que a densidade dos sitios na escala maior é a mesma,
X} = (xf,22,...,2}), para todo j = 1,2, ...,n, e substituindo em (3.3), temos que
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Xipr = [ - WIF(Xe) + Y ;i WF(Xy), j=1,.m.
=1

n
Supomos que Z cje = 1, para todo j = 1,...,n, temos que
=1

Xit1 =T =W +W)F(Xy). (4.1)

Portanto, a dindmica metapopulacional no estado sincronizado satisfaz (4.1).
Nosso interesse é estudar a estabilidade assintotica do sistema (3.3), isto é, quando
orbitas populacionais que iniciam préximas ao estado sincronizado serao atraidas
para este estado. Para fazer esta andlise, usaremos o teorema a seguir que é funda-
mental no processo de linearizacao.

Teorema 4.1. Seja F : RN — RN uma fungio de classe C'. Seja C matriz
acoplamento entre os sitios e diagonalizdvel, Sy = (X4, Xy, ..., Xt) € RN ¢ estado
sincronizado da metapopulacio a cada passo de tempo, onde X, = (v}, 22,...,21V) €
RN . Entdo o sistema linear associado ao sistema nao linear (3.3) é dado por
n
Yirr = @l — W + N WIDF(X,)Ys, (4.2)
j=1
onde \j sdo os autovalores da matriz C, Y; é uma mudanca de varidveis, DF (X;)

é a matriz Jacobiana do modelo metapopulacinal dado em (2.2) e @ representa o
desacoplamento por blocos de matrizes, isto €,

A
Ay

D 4=
j=1
Ay

Demonstragdo. Linearizando o sistema (3.3) em torno do estado sincronizado S,
obtemos a seguinte equagdo para a evolugdo da perturbagao Ay,

AtJrl = J(St)At,

onde A; é a perturbacdo transversal e J(S;) é a matriz Jacobiana nN x nN do
sistema (3.3) aplicada no estado sincronizado.

Pela defini¢io de produto de Kronecker?, a matriz Jacobiana pode ser escrita
na forma

J(S) =I1(QDF(X;) — IQWDF(X;) + C (R WDF(Xy). (4.3)

A matriz C é diagonalizéavel, entao existe () matriz nao singular que diagonaliza
C, isto ¢, QCQ~! = A*, onde A* = diag(Ao, A1,- -+ An_1)-

4Seja A = [aiyjnnjzl € RmXm o B — [bi’jnljzl € R"*"_ o produto de Kronecker ¢ definido
por A®B = [ai’jBMszl c Rmnxmn
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Considerando a mudanga de variaveis, Y; = (Q @ I)A,, temos que
Yt+1 = (Q@I)At-i-h o
Yiri = (QQNUIQRDF(Xy) — IQWDF(Xy) + CQWDF(Xy)) A,
Vi = (QQDF(Xy) - QQWDF(Xy) + QCQWDF(Xy)) Ay,
utilizando propriedades do produto de Kronecker.
Pelo fato de Y; = (Q @ I)A¢, temos que A; = (Q X I)~1Y;, logo
Vi = (Q®DF(X,) — QR WDF(X,) + QC @ WDF(X,)(Q® 1)V,
Vir1 = (QQDF(Xy) —QQWDF(Xy) + QC Q WDF(Xy))(Q™' @ 1Yz,
Yiri = (I @ DF(X;) — IQ WDF(X;) + A* @ WDF(X,)Y,,
obtendo-se o desacoplamento por blocos de matrizes. O

A importancia desse teorema reside no fato que a estabilidade do sistema nao
linear pode ser avaliada através do sistema linearizado. Mais precisamente, deno-
tando por r o raio espectral da matriz @?;11 [I — W + X\;W]DF(X;), o ponto de
equilibrio é assintoticamente estavel se r < 1, e instavel se r > 1. O desacoplamento
nos permite determinar os ntimeros de Lyapunov de J(S;) a partir das n matrizes
[I — W + \;W]DF(X;) de ordem N x N. E importante observar que A\g = 1 ¢ um
autovalor da matriz de configuracao C' que corresponde aos nimeros de Lyapunov
da solucao sincronizada. Assim, a estabilidade assintética pode ser avaliada através
dos (n—1) blocos restantes, ou seja, através dos nimeros transversais de Lyapunov.

Considerando a linearizagdo do sistema (3.3) e o teorema 4.1, queremos que a
perturbacdo A; tenda a zero ao t — co. Isto ocorrerd se e somente se

K(Xo)= max (lim ||Pr_q-...-PR||Y7) <1, (4.4)

j=1,...,.n—1 T—00

onde P, = (I — W + \;W)DF(X;) e K(Xo) ¢ o maior niimero transversal de
Lyapunov que depende da condicdo inicial Xy. A seguir, analisaremos a evolugao
da perturbagao transversal para os dois modos de sincronizacao:

1. Sincronizagao na escala maior: a matriz Jacobiana DF(X;) do sistema
metapopulacional (2.2), calculada em X; = (x},27,..., 2 ), possui suas entradas

dadas por

o { (1 —m)f/(xi), se k = i
ki = vkimf/(xi), se k # 1.

Denotando por g, 0 atrator sincronizado para o sistema metapopulacional em
duas escalas e considerando hipdteses adequadas de integrabilidade sobre F', pode-
mos tirar a dependéncia da condigao inicial e estabelecer uma condigao suficiente
para a estabilidade assintética de €g,,, dado pelo teorema a seguir.

Teorema 4.2. O maior numero transversal de Lyapunov do atrator Qg,, € dado
por (4.4). Além disso, se
K <1, (4.5)

o atrator Qg,, € transversalmente assintoticamente estdvel.

Para o caso K < 1 ocorre sincronizagao na escala maior, enquanto para K > 1
nao ocorre esse tipo de sincronizagdo. Os valores de K sao calculados numericamente
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utilizando-se um algoritmo descrito no livro de Aligood [2] que calcula a expansdo
de orbitas em N diregoes ortonormais.

2. Sincronizagao nas duas escalas: a matriz Jacobiana DF(X;) de (2.2),
calculada em X; = (x4, z¢,...,2¢) € RM | possui suas entradas dadas por

ki _{ (L =m)f (@), sek =i
i Yeimf (z¢), se k # i,

que pode ser escrita como
DF(X;) = (I =mB)f (),

onde B=1—T',I' ¢ a matriz de acoplamento entre os sitios da primeira escala.
Portanto, P, = (I = W + \;W)(I — mB) f (x¢), para cada Aj, j=1,...,n— 1.
Dessa forma,

|Pry-...- PLP|| / o ,
= =W+ X W) =mB)f (@ra) .- (1= W + X, W)(I =mB)S (o)
= ([T If @Dl =W + X W) —mB) - ... (I =W + N W)(I —mB)|
t=0
T—1
= ([T 1/ @I =W + X, W) —mB))"|.
t=0
Assim, lim [Py ... P P||MT = L(xo)A,

T—1
onde L(zp) = lim (H | (2))*/™ & o nimero de Lyapunov comecando em z e
T—>r00
t=0

A7 ¢ o raio espectral de (I — W + \;W)(I — mB), para cada \j, j =1,...,n— 1.

Considerando hipoteses adequadas de integrabilidade sobre f, podemos eliminar
a dependéncia do numero de Lyapunov de x( e estabelecer uma condi¢ao suficiente
para a estabilidade assintética,

K=LA<1, (4.6)

onde A= max (A9).
j

=1,..., n—

Na regido onde o parametro LA < 1 ocorre sincroniza¢do nas duas escalas,
enquanto para LA > 1 ndo ocorre esse tipo de sincronizagdo. O valor L depende
apenas da dindmica local do sitio, enquanto A depende do processo migratorio entre
os sitios de ambas as escalas. Na proxima secao, apresenta-se simulagoes numéricas
do modelo metapopulacional em duas escalas.

5. Simulacoes Numéricas

Considera-se que a dindmica local de cada sitio é governada pela func¢ao exponencial
logistica que é dada por

f(x) =z exp(r(l —x)), (5.1)
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onde r representa a taxa de crescimento populacional e x a densidade populacional.
Para um sitio isolado, a dindmica dada por (5.1) apresenta ciclos estaveis e caos [1].

Para avaliarmos o comportamento do modelo metapopulacional em duas escalas,
calcula-se o erro de sincronizagao que é dado por

1 N n
6\ J 6, Jj+1
et:m;_zluij_zij | (5.2)
=1 j=

N+1,j 1,j im+l i1 . . s .
onde z;' T = g7, 2ttt = 2! Assim, obtemos sincronizacio entre as cidades

se e; — 0 quando t — oo.

Na Figura 3, plota-se o maior nimero transvesal de Lyapunov em funcao do
parametro u. Observe que para plotarmos o erro de sincronizacgao, analisamos a
evolugdo do sistema dinamico dado em (3.3), enquanto os nimeros de Lyapunov
sao calculados em (4.4). Considera-se o modelo com 5 cidades e 5 bairros. A
dindmica de cada bairro é dada pela fun¢do exponencial logistica com r=3,1, cuja
dinamica local é caética e o nimero de Lyapunov é aproximadamente L=1,3276.
As densidades populacionais iniciais de cada sitio sao escolhidas aleatoriamente
proximas ao estado sincronizado.

Consideramos que ambas as escalas estao acopladas com os dois vizinhos mais
proximos em forma de anel. Os autovalores da matriz de configuragao C sao dados
por: A\p=1, A\;=-0,809 com multiplicidade 2, \2=0,309 com multiplicidade 2.

Ao variarmos o parametro p, consideramos que a matriz de configuracao W é
dada por W = diag(u, p, i, i, 1t). Ao ocorrer o terceiro processo (migragao entre as
cidades), os individuos se distribuem uniformemente nos sitios da cidade vizinha.
Assim, temos que

(I—W +\W) =
Aip Ajp Aip Aip Ajp
1—p+ == 5 5 5 5
ik 1— 4+ & Ajlt Ajlt Ajlt
5 K =5 5 5 5
ik ik 1— 4+ & Ajlt Ajlt
5 5 K =5 5 5
Ajl Ajl Ajm 1— g+ Nt Ain
5 5 5 K5 5
Ajk Ajk Ajm Ajp 1— g+ NE
5 5 5 5 HT 5

Portanto, para plotarmos os nimeros tranversais de Lyapunov, calcula-se a evo-
lugao das matrizes P, = (I — W + A\;W)DF(X;) em N dire¢des ortonormais, onde
DF(X,;) é a matriz Jacobiana de (2.2), e plota-se o maior valor que indica se as 6rbi-
tas do sistema metapopulacional estdo expandindo (K > 1) ou contraindo (K < 1)
nas direcoes transversais ao atrator metapopulacional sincronizado.

Com as consideracgoes feitas na dinamica metapopulacional, para o caso de m =
0,02, observa-se os seguintes comportamentos nos intervalos aproximados: u €
(0, 0,02], ndo ocorre sincronizagdo; p € (0,02, 0,29], ocorre sincronizagio entre as
cidades; p € (0,29, 0,47], cidades ndo sincronizam, mas os bairros de cada cidade
sincronizam; p € (0,47, 0,98], ocorre sincronizagdo entre as cidades e os bairros;
u € (0,98, 1), ndo ocorre sincronizagao (ver figura 3(a)). O aumento na taxa de
migracao entre os bairros para m = 0,1 faz as cidades sincronizarem com taxas
de migracdo proximas a zero (ver figura 3(c)). Nesse caso, observa-se os seguintes
comportamentos nos intervalos aproximados: p € (0, 0,24], ocorre sincronizagao
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entre as cidades; p € (0,24, 0,47], as cidades nao sincronizam, mas os bairros de
cada cidade sincronizam; p € (0,47, 0,98], ocorre sincronizagéo entre as cidades e
os bairros; p € (0,98, 1), ndo ocorre sincronizagao.

o L 0
0 05 1 0 05 1
b b
) ()
15 15
1 g +
@™ %ﬁ\\,:
05 —
0 0
0 05 1 0 05 1
b b

Figura 3: Erro de sincronizacdo ((a) e (c¢)) com o respectivo (e maior) nimero
transversal de Lyapunov ((b) e (d)) em funcao de u, considerando sincronizagao na
escala maior. Os sitios estao acoplados em forma de anel com os dois vizinhos mais
proximos, r=3,1, n=>5, d=5. (a) m = 0,02, (c) m =0, 1.

Na Figura 4, apresenta-se os graficos sitios-tempo, apés o descarte de transientes.
Os sitios estao ao longo do eixo vertical e sao numerados de 1 a nN, onde as NV
primeiras células correspondem & cidade 1, as N seguintes células a cidade 2 e assim
por diante. As células sdo pintadas em seis cores de acordo com a densidade de
cada sitio, para densidades altas as células sao pintadas de branca e para densidades
baixas as células sao pintadas de preta, enquanto para densidades intermediérias as
células sdo pintadas de tons cinzas. As condi¢des do modelo metapopulacional sdo
as mesmas descritas para plotar a Figura 3(a), mas com p fixo. Em (a) u = 0,01,
o maior nimero transversal de Lyapunov é maior que 1 e nao ocorre sincronizagao.
Em (b) u = 0,2, o maior nimero transversal é inferior a 1 e ocorre sincroniza¢ao
entre as cidades, além disso, essa sincronizagao possui um ciclo de periodo 2. Em (c)
@ = 0,3, ndo ocorre sincronizacao entre as cidades, mas ocorre sincronizacao entre
os bairros de cada cidade. Em (d) u = 0,5 e ocorre sincronizagao nas duas escalas.
Para observarmos que ocorreu sincronizagao entre as cidades, devemos olhar para
as células no eixo vertical de 5 em 5 pois cada cidade possui 5 bairros.
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Sitios
Sitios

Sitios
Sitios

Figura 4: Graficos sitios-tempo. Mesmas consideragoes para plotar a figura 3(a),
com g fixo. Em (a) g = 0,01, ndo ocorre sincronizacdo; (b) u = 0,2, ocorre sin-
cronizagao entre as cidades; (¢) p = 0,3, ndo ocorre sincronizagdo entre as cidades,
mas os bairros sincronizam; (d) p = 0,5, ocorre sincronizagao nas duas escalas.

6. Conclusao

Sincronizacao de sistemas metapopulacionais esta fortemente relacionada com a ex-
tincao de populagoes, dessa forma, resultados de varios estudos podem levantar
informacoes tuteis para evitd-la. Neste trabalho, um modelo metapopulacional de
sitios distribuidos em duas escalas conectados via processo de migracao é proposto
com o objetivo de estudarmos a estabilidade assintotica da solucao sincronizada.
Essa analise é feita através do processo de linearizacao e calcula-se numericamente
os numeros de Lyapunov, obtendo-se condi¢oes suficientes para a sincronizagao en-
tre metapopulacgoes. Essas condigoes sao obtidas a partir da decomposicao por
blocos da matriz Jacobiana. O ponto chave é o fato de um dos blocos corresponder
a matriz variacional das equagoes do atrator metapopulacional, enquanto os demais
blocos correspondem as diregoes transversais e ditam sua estabilidade. Essa téc-
nica nos traz informagoes sobre o comportamento dos atratores sincronizados para
metapopulacoes e de sua estabilidade local. Um exemplo numérico considerando a
dinamica local dada pela funcao exponencial logistica e distribuicao uniforme entre
as cidades mostra os diferentes padroes metapopulacionais ao variarmos as taxas
de migragdo de ambas as escalas. Entretanto, mais trabalho precisa ser feito para
descrever e testar as diferentes hipoteses que podem ser feitas sobre o modelo para
descrever esses padroes.

Abstract. In this paper, a metapopulation model composed of patches distributed
in two geographic scales is proposed in order to study the stability of the synchro-
nous dynamics. The first scale is a metapopulation consisting of equal patches while
the second scale is composed of an arbitrary number of metapopulations. During
each time step, we assume that there are three processes involved in the population
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dynamics: a) the local dynamics, which consists of reproduction and survival and
depends only on function chosen to calculate the density of each patch before mi-
gration; b) the dispersal of individuals between the patches of the first scale; and
c) the movement between the metapopulations. We examine two kinds of synch-
ronizations: when each patch has the same density (both scales are synchronized),
and when each metapopulation has the same density patches with its patches not
necessary synchronized, that is, only the second scale is synchronized. A stability
criterion is obtained based on the computation of the transversal Lyapunov number
of attractors on the synchronous invariant manifold. For case where both scales are
synchronized, the criterion is determined by two terms: the Lyapunov number that
depends only on the local dynamics of each isolated patch and a term that depends
on the migration process. For the case where only the second scale is synchronized,
the transversal Lyapunov number is calculated numerically.

Keywords. Metapopulation, synchronization, Lyapunov number.
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