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Avaliacao dos desempenhos de estimadores para os
parametros da distribuicao Birnbaum-Saunders

Resumo. Este artigo teve como objetivo principal avaliar os desempenhos dos
estimadores dos Métodos dos Momentos Modificados para os parametros o e (3
da distribuicdo Birbaum-Saunders e trés versoes corrigidas desses estimadores: a
versao corrigida por viés, a corrigida por viés via Jackknife e a versdo corrigida
por viés via Bootstrap. Simulacoes de Monte Carlo foram utilizadas para a reali-
zagao do objetivo proposto, através da verificacao de algumas propriedades desses
estimadores, a saber: média e erro.

Palavras-chave. Distribui¢cdo Birnbaum-Saunders, corre¢ao de viés, estimativas
Jackknife e Bootstrap.

1. Introducao

A distribuicdo Birnbaum-Saunders bi-paramértica [2] de parametros a e 8 vem
sendo amplamente usada em ciéncias da engenharia para modelar o tempo de vida
de materiais e equipamentos. Na pratica, os parametros que indexam a distribuicao
sao estimados a partir de dados coletados. Os estimadores usuais, contudo, podem
nao apresentar desempenho satisfatorio num cenario de tamanho amostral pequeno.
Logo, torna-se necessaria a obtencao de estimadores que sejam menos tendenciosos
em amostras pequenas.

No caso da distribuicao Birbaum-Saunders, tem-se uma outra problemaética: os
estimadores do método dos momentos para « e 8 nao existem, caso o coeficiente de
variacdo amostral seja maior do que v/5; e ndo sao exclusivos, caso essa estatistica
seja inferior a /5. Baseados nisso, [8] propuseram um estimador alternativo: o
estimador do método dos momentos modificados (EMMMs), os quais nado sofrem
dos problema apresentados pelos estimadores de momentos tradicionais de « e f.

Isso posto, este artigo tem como objetivo avaliar os desempenhos dos EMMMs e
suas versoes corrigidas através de simulagoes de Monte Carlo. Foram consideradas
as corregOes por viés obtidas [8], as correc¢Oes por viés via Jackknife, propostas por
[5,6], além de ser apresentada uma versdo corrigida por viés via Bootstrap.

O presente artigo esta organizado da seguinte maneira. Apds esta se¢ao introdu-
toria, segue uma breve discussao sobre as principais caracteristicas da distribuicao
Birnbaum-Saunders. Na secao 3, apresenta-se e discute-se, brevemente, cada esti-
mador proposto. Na secao 4 constam os resultados e discussoes. Em seguida, o
artigo é finalizado com as principais conclustes encontradas.



2. A distribuicao Birnbaum-Saunders

A distribui¢do Birnbaum-Saunders (BS) teve como origem o desenvolvimento de
uma familia de distribui¢bes para modelar o tempo de vida de materiais e equipa-
mentos sujeitos a cargas dinamicas, que, por sua vez, levam a ocorréncia de falhas
nestes ultimos. Estas falhas acontecem como resultado do desenvolvimento e cres-
cimento de uma rachadura dominante em materiais sujeitos a um padrao ciclico de
tensao e forga. Denomina-se de fadiga de um material o dano estrutural resultante
da acao variavel de pressao e tensao excessivas sobre o mesmo.

Na pratica, os modelos estatisticos para processos de fadiga de material pro-
duzem a descri¢ido do tempo de falha (aleatorio) até a ocorréncia da fadiga de um
determinado material ou equipamento; tempo este nao necessariamente constante
para materiais sob condic¢oes fatigantes.

Para entender o problema que levou & proposicao da distribuicdo Birnbaum-
Saunders, assuma que, para um certo equipamento dentro das condigdes acima
mencionadas, o i-ésimo ciclo gera um crescimento aleatério na rachadura de di-
mensao X;, com a extensao da mesma até o m-ésimo ciclo' (Y,,), inclusive, dada
por:

Yo = X, (2.1)

onde Y,, ¢ uma variavel aleatéria com média mpy e variancia mo?, para todo m =
1,2,3..., com m representando o numero de ciclos.

Além disso, a probabilidade que a rachadura ndo ultrapasse uma certa extensao
critica w, apés m ciclos, é

Hyp(w) = P(Y;, < w), (2.2)

param=1,2/3....
Se C representa o numero de ciclos até a falha, que esta ocorrendo quando o
comprimento da rachadura excede um certo nivel critico w, entao tém-se

P(C<m)=1T ZX,-zw =1— Hpy(w).
i=1

Nota-se que a fungdo de distribuicdo de C' pode ser aproximada utilizando o
Teorema do Limite Central, bastando assumir que as varidveis aleatérias X; sao
independentes e identicamente distribuidas (no caso, com média u e variancia o?).
Entao tem-se:

1 Assume-se aqui, para efeito de simplificacdo, que um ciclo é composto por uma dnica oscilagio.
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onde P representa a funcao distribuicdo acumulada normal padrao.

Se m é substituido por uma varidvel real nao negativa ¢, tém-se que a variavel
aleatéria T pode ser vista como a extensao continua da varidvel aleatéria discreta
C, o que torna T" o tempo até a falha.

Entao, a funcdo de distribuicdo acumulada para esta varidvel pode ser escrita
como
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onde a = \/‘;7>0,B:%>Oet>0.

Neste caso, diz-se que a varidvel aleatoria T" segue distribuicao Birnbaum-Saunders
bi-paramétrica, ou seja T ~ BS(«, ), com « como parametro de forma e 8 como
parametro de escala. Note que 8 é a mediana da distribui¢do BS.

A funcao densidade de probabilidade de T' é dada por:
1| [t 3 d 1] [t B
¢<a [\fﬁ‘ﬁb th{a [ﬁ‘\ﬂ}
- 1 3 1/2 3 3/2 1 t B
v (1) () el (i)

onde ¢ é a densidade normal padrao, com o >0, > 0e t > 0.
A meédia, variincia, assimetria e curtose da distribui¢do Birnbaum-Saunders sao,
respectivamente [6,9],
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com as expressOes para assimetria (uz) e curtose (u4) de acordo com a correcao
proposta por [6].

A distribui¢do Birnbaum-Saunders possui algumas propriedades interessantes
[1,3,7]:

1. a é um parametro de forma, tal que, quando a — 0, a distribuicdo BS tende
para uma distribui¢do normal bi-paramétrica (N(8,7)) (com 7 — 0 quando
a—0);

2. f é um parametro de escala, ou seja T/8 ~ BS(a, 1);
3. Para qualquer constante real, k > 0, tém-se kT ~ BS(«, kf);

4. A distribuicdo BS é reciproca, ou seja, se T ~ BS(a, ), entdo T—1 ~
BS(a, 371), que pertence & mesma familia de distribui¢oes da BS.

3. Procedimentos de Inferéncia

Definigao 3.1. Seja X uma varidvel aleatoria com funcao de densidade denotada
por f(zf0), em que 6 é um pardmetro desconhecido. Chama-se inferéncia estatistica
o problema que consiste em especificar um ou mais valores para 0, baseado em um
conjunto de valores observados de X.

Um dos principais problemas da inferéncia estatistica é o da estimagao. Tem-se
tal problema quando, por exemplo, deseja-se procurar um ntimero que estime o va-
lor numérico dos pardmetros a e 8 na familia de distribui¢des Birnbaum-Saunders,
a qual supomos pertencer a distribuicdo de X. O objetivo de um problema de
estimacao serd, entdo, procurar, segundo algum critério especificado, valores que
representem, adequadamente, o(s) pardmetro(s) desconhecidos. Esses valores sdo
conhecidos como estimativas, obtidas a partir de estimadores. A seguir sdo apre-
sentados e discutidos cada um desses estimadores.

3.1. Estimador do Método dos Momentos Modificados a e E

O método dos momentos é um método de estimacao que consiste em igualar mo-
mentos populacionais com os respectivos momentos amostrais e resolver o sistema
de equagoes resultante. Porém, conforme mencionado na secao 1, no caso da distri-
bui¢ao Birnbaum-Saunders, existem dificuldades para obtencdo desses estimadores.
Diante disso, [8] propuseram o estimador do método dos momentos modificados. A
ideia utilizada fol ndo usar os primeiros e segundos momentos populacionais, mas
sim:
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Igualando-se os momentos amostrais com os respectivos momentos populacionais
citados, obtém-se

s=p(1+ =a?), (3.1)

=571+ %oﬂ). (3.2)

Resolvendo as equagoes (3.1) e (3.2) em relagdo a « e 8 obtém-se os EMMMs,

denotados neste trabalho por a e 5 como segue

s =@} ¢ 7 —eat

Os estimadores obtidos pelo método dos momentos sdo em geral consistentes e
possuem distribuicao assintética gaussiana, porém nao sao os mais eficientes assin-
toticamente.

3.2. Estimador do Método dos Momentos Modificados, cor-
rigido por viés ¢ e

[6] notaram ainda que os vieses de & e (3, podem ser aproximados por, respectiva-

mente,
~ 2
viés(a) =~ _97 viés(f) ~ Z—.
n n

Consequentemente, a partir da definicao de viés de um estimador , tem-se que

(")

~ a2 a2
E@) =B+~ = <1+4n)5;

o
E@a) ~a——
(@) ~a-2

o que leva aos estimadores de « e 8 corrigidos por viés propostos [§],

n a2\ !
&= a e p=(1+— B.
n—1 in
[5,6] mencionam que as expressoes dos vieses encontradas por esses autores nao

possuem embasamento tedrico, uma vez que foram obtidas apos um longo estudo de
simulac¢ao de Monte Carlo, com posterior anélise descritiva e visual dos resultados.




3.3. Estimador do Método dos Momentos Modificados, cor-
rigido por viés via Jackknife o e 3

A ideia do método Jackknife é remover a observacdo ¢; da amostra aleatéria ¢ =
(t1,t2,...tn)T e estimar os parametros baseados nas n — 1 observagoes restantes;
isto é feito para j = 1,...,n.. Suponha-se que uma obervacao j é retirada. Entao,
baseado em [5,6] teriamos

_ -1 _
'@ = n—lztj T on—1 "

Desta forma, temos:
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Isso posto, os estimadores corrigidos por viés, via Jackknife, sdo dados por

onde
. lon o~ = IS
G =xXiadg e By == By
j=1

3.4. Estimador do Método dos Momentos Modificados, cor-
rigido por viés via Bootstrap a e 6]

O Bootstrap é um método computacional cujo objetivo é medir a precisdo de es-
timativas de parametros estatisticos previamente especificados [4]. Consiste, basi-
camente, em uma técnica de amostragem repetitiva ,que permite aproximar uma
funcao estatistica de distribuicao real pela distribuicao empirica dos dados, baseada
em uma amostra de tamanho finito. No caso de ja se conhecer a distribuicao esta-
tistica que se adequa a amostragem estudada, as repeti¢des de amostras fornecem
a distribuicao estatistica dos parametros da distribuicao do fenémeno. Este modelo
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é conhecido como Bootstrap Paramétrico. No caso de nao se conhecer a distribui-
¢ao, as repeticoes de amostragem geram o espaco provavel da distribuicao real e o
método é conhecido como Bootstrap Nao-Paramétrico. Neste tltimo caso, supoe-se
que as observagoes sao obtidas da fungdo distribuicao empirica R, que designa uma
massa de probabilidade igual a % para cada ponto amostral, onde n é o tamanho
da amostra. A partir destas pseudo-amostras, é possivel estimar caracteristicas da
populacdo de interesse da inferéncia estatistica, tais como: média, viés, variancia,
percentis, etc.

Considera-se, entao, um conjunto de dados X, com n observagoes independentes:
X ={x1,x9,...,2,}. A partir deste conjunto de dados, pode-se obter uma série
de novos conjuntos de dados através da reamostragem aleatéria com reposicao do
conjunto original (Bootstrap nao-paramétrico)

1. Denota-se cada um dos conjuntos obtidos desta forma por X7, onde j =
1,2,...,B, com B indicando o nimero de vezes que a amostragem com re-
posicao é realizada. Cada amostra obtida a partir do conjunto original X
deste modo é uma amostra Boostrap. Estas amostras sao independentes por
constru¢do, dado que o conjunto X a partir do qual as mesmas foram geradas
é composto por observacoes independentes, com as referidas amostras tendo
sido obtidas de X por amostragem aleatéria com reposigao.

2. O proximo passo consiste em calcular a estimativa do parametro de interesse
para cada uma das B amostras obtidas por bootstrap. Estas estimativas,
associadas a cada uma das amostras obtidas acima, sao denominadas de re-
plicagoes de bootstrap para o paramétro em questdao. Pode-se denomina-las
de s(X;), j=1,2,..., B, onde s corresponde ao parametro de interesse.

O parametro s(X 5 ) pode ser a média, o desvio-padrdo, a mediana, ou qualquer
outro parametro de interesse. Obtido o conjunto dos S(X;‘ ), calcula-se, entdo, a
média s(.) e o desvio-padrao do pardmetro o_boot, isto é:

s(.) = Z

Neste artigo, entretanto, o foco serd na aplicagdo do bootstrap para a correcao
do viés dos EMMMs. Em outras palavras, com o uso do Bootstrap pode-se estimar
o viés dos EMMMs. Isso é feito estimando-se IE(a) e IE(S) a partir das respectivas
meédias dos estimadores obtidos nas B réplicas bootstrap geradas.

Tem-se, entao:

s(X7) & V)T = s0)
B e o_boot = Z — 51

j=1

B

B
aly=52.0 e B=5) B
=1

j=1

Logo, a partir da defini¢cdo de viés de um estimador, obtém-se as expressoes dos
EMMMs corrigidos por viés, via bootstrap, para os pardmetros « e § como sendo



a® :2&70/(*_) e p* :25752‘_).

4. Resultados

A fim de avaliar os desempenhos dos EMMMSs e de suas versoes corigidas por viés,
foram realizadas simulagoes de Monte Carlo na linguagem de programacao C. Con-
siderou-se o tamanho da amostra como n = 10,50,100 e para o parametro « os
valores 0, 25; 0, 50; 1,00, com o parametro 8 mantido fixo em 1,0. Utilizou-se 3.000
réplicas de Monte Carlo, para cada estimador de a e S considerado sendo que es-
sas foram obtidas usando-se diversos tipos de processos de otimizacao disponiveis
na Linguagem C. Para os estimadores obtidos através do esquema bootstrap, fo-
ram consideradas 500 réplicas para cada um dos parametros. Os desempenhos dos
estimadores considerados neste estudo foram avaliado em funcao das estatisticas:
estimativa média e erro, este ultimo sendo definido como a raiz quadrada do erro
quadratico médio. Os resultados obtidos para os EMMMs e suas versoes corrigidas
por viés constam nas Tabelas 1 e 2.

Tabela 1: Média(s = 1.0).

Estimador de « Estimador de

n o a o o o B B B B
10 | 0,25 | 0,229 | 0,255 | 0,250 | 0,246 | 1,002 | 0,998 | 0,999 | 0,999
0,50 | 0,458 | 0,509 | 0,499 | 0,493 | 1,010 | 0,993 | 0,998 | 1,0

1,00 | 0,912 | 1,013 | 0,999 | 0,983 | 1,038 | 0,975 | 0,995 | 1,002
50 | 0,25 [ 0,246 | 0,251 | 0,250 | 0,250 | 0,999 | 0,999 | 0,998 | 0,993
0,50 | 0,492 | 0,502 | 0,500 | 0,500 | 0,999 | 0,998 | 0,997 | 0,997
1,00 | 0,983 | 1,003 | 1,000 | 0,999 | 1,003 | 0,995 | 0,995 | 0,995
100 | 0,25 | 0,248 | 0,250 | 0,250 | 0,250 | 0,999 | 0,999 | 0,998 | 0,998
0,50 | 0,496 | 0,501 | 0,500 | 0,500 | 0,998 | 0,999 | 0,997 | 0,997
1,00 | 0,991 | 1,001 | 1,000 | 0,999 | 0,999 | 0,997 | 0,995 | 0,995

Por meio da Tabela 1, percebe-se que as estimativas médias obtidas pelos es-
timadores corrigidos por Jackknife e por Bootstrap obtiveram desempenho bem
semelhantes, ficando bem préximos dos verdadeiros valores dos parametros. Em
especial, os estimadores (a* ,8*) obtiveram melhor desempenho para n = 100. Vale
destacar ainda o fato dos EMMMs terem fornecido melhores estimativas medias em
detrimento de sua versao corrigida por viés, tanto para o parametro «, quanto para
f; tal fato foi verificado para todos os tamanhos de amostras, como também para
todos os valores de a.

No que diz respeito ao erro, os EMMDMs, corrigidos por Bootstrap apresentaram
erros maiores, ao estimar o parametro ; porém, para n = 50;100 esse estimador
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obteve desempenho bem préximo aos EMMMs, corrigidos por Jackknife. Em relagao
ao parametro «, as estimativas fornecidas pelo esquema Bootstrap obtiveram os
menores erros, para todos os tamanhos amostrais e para todos os valores de «
considerados, quando nao considera-se os EMMMSs. Anéalogo ao ocorrido com as
estimativas de (3, os EMMMs corrigidos por Bootstrap e os EMMMs corrigidos
por Jackknife apresentaram desempenhos bastante préoximos. Chamou atencao,
entretanto que, para todos os cenarios amostrais considerados e para todos os valores
de o, os EMMMs apresentaram desempenho superior, em detrimento de todas as
versdes corrigidas; provavelmente pelo fato de possuirem varidncia menor. (Tabela
2).

Tabela 2: Erro(g = 1.0).

Estimador de « Estimador de 3
n o o & o & B B Jé] B
10 | 0,25 | 0,058 | 0,061 | 0,060 | 0,059 | 0,078 | 0,001 | 0,078 | 0,078
0,50 | 0,117 | 0,123 | 0,121 | 0,119 | 0,155 | 0,006 | 0,153 | 0,153

1,00 | 0,237 | 0,245 | 0,246 | 0,240 | 0,300 | 0,024 | 0,287 | 0,288
50 | 0,25 | 0,025 | 0,025 | 0,025 | 0,025 | 0,034 | 0,000 | 0,034 | 0,034
0,50 | 0,050 | 0,050 | 0,050 | 0,050 | 0,067 | 0,001 | 0,067 | 0,067
1,00 | 0,100 | 0,100 | 0,100 | 0,100 | 0,1240 | 0,005 | 0,123 | 0,123
100 | 0,25 | 0,017 | 0,018 | 0,018 | 0,018 | 0,024 | 0,000 | 0,024 | 0,024
0,50 | 0,035 | 0,036 | 0,036 | 0,036 | 0,047 | 0,000 | 0,047 | 0,047
1,00 | 0,071 | 0,072 | 0,072 | 0,072 | 0,087 | 0,002 | 0,086 | 0,087

5. Conclusao

Foi possivel observar que os EMMMs corrigidos por Bootstrap obtiveram, de ma-
neira geral, desempenho superior em relacao a todos os demais estimadores, porém,
apresentaram os maiores erros, possivelmente por possuirem varidncias inflaciona-
das. Verificou-se também que os EMMDMSs corrigidos por viés propostos por [§8]
obtiveram, de maneira geral, desempenho infeior, quando comparados aos outros
estimadores analisados. Menciona-se ainda que os EMMMSs corrigidos por Jackk-
nife e os corrigidos por Bootstrap apresentaram desempenho muito semelhantes,
quando os tamanhos amostrais considerados foram n = 50 e n = 100, com uma leve
vantagem para os estimadores obtidos pelo esquema Bootstrap.

Em sintese, pode-se concluir, portanto, que os EMMMSs corrigios por viés, via
Bootstrap, sao os mais recomendados para estimar os parametros « e 3 da distri-
buicao Birnbaum-Sauders em pequenas amostras e que, para tamanhos amostrais
superiores a 50, é preferivel o uso dos EMMMs corrigidos por Jackknife, pois apre-
sentaram erros (variincias) menores que os EMMMs corrigidos por Bootstrap.
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Abstract. This article aimed to evaluate the performances of the estimators of
the Modified Method of Moments for the parameters « and  Birbaum-Saunders
and three corrected versions of these estimators: the corrected version due to the
bias, the bias corrected by means Jackknife and corrected version due to the bias
through bootstrap. Monte Carlo simulations were used to achieve the proposed
objective, through the verification of some properties of these estimators, namely
mean and error.
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