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RESUMO. Apresentamos o método de Garlekin estocdstico para resolver equagdes diferenciais com da-
dos de entrada aleatdrios. O método de Galerkin estocastico produzido é uma extensdo simples do método
de Galerkin cldssico usado em problemas deterministicos. Especificamente, o método consiste em proje-
tar a solucdo estatistica sobre o espaco gerado pelos Polindmios de Caos generalizados que formam uma
base para o espago de fungdes aleatorias. Introduziremos o método sobre uma equagio de transporte linear

aleatéria. Faremos o tratamento numérico e comparamos com as simulagdes de Monte Carlo.

Palavras-chave: quantificacdo de incertezas, método de Galerkin estocastico, Polinomios de Caos genera-
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1 INTRODUCAO

Atualmente ha um interesse crescente em estudar métodos numéricos eficientes para resolver
equacdes diferenciais com entradas aleatérias. Em geral incertezas aparecem nas condicdes ini-
ciais, condi¢des de contorno ou nos coeficientes do problema e podem ser melhor modela-
das quando consideradas como dados estatisticos usando varidveis aleatrias e processos es-
tocéasticos. Para resolver estas equagdes diferenciais com dados aleatérios os métodos baseados
em polindmios do caos (PC) tem se destacado. A representagdo dos polindmios de caos foi
desenvolvido por R. Ghanem, em [6], inspirado por expansdes de polindmios de caos de Wie-
ner, que empregou polindmios de Hermite como uma base ortonormal para representar proces-
sos aleatdrios, ver [5]. Esta aproximacdo foi estendida para Polindmios de Caos generalizados
(gPCs) onde os polindmios ortogonais gerais sdo adotados para a representacdo de processos
aleatérios mais gerais [3]. Posteriormente, os gPCs foram utilizados para aproximar solugdes
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234  GALERKIN ESTOCASTICO E EQUACAO DE TRANSPORTE

estocdsticas das equagdes diferenciais com dados incertos. Umas destas técnicas € o método de
Galerkin Estocéstico. A partir da escolha da base ortogonal gPCs, estendemos o método de Ga-
lerkin classico projetando a solucdo estocdstica sobre o espaco gerado pelos gPCs, resultando
num sistema de equacdes deterministicas, ver [1], [2] e [4].

Organizamos o trabalho da seguinte forma. Na Secdo 2 apresentamos o problema considerado
neste trabalho, que é a equagdo do transporte linear com coeficiente de velocidade e condicdes
iniciais aleatdrias, e a parametrizacdo deste problema em termos de um conjunto finito de va-
ridveis aleatérias mutuamente independentes. Na Secdo 3 fizemos uma breve introdugio aos
Polindmios de Caos generalizados e aplicamos o método de Galerkin Estocéstico obtendo uma
aproximacdo numérica da solu¢d@o escrita como combinagdo linear dos gPCs. Na tltima secao
mostramos os resultados de um experimento numérico a um caso univariante da equagdo pro-
blema, onde a condicdo inicial é considerada parametrizada em termos da velocidade aleatéria
A= 7.

2 EQUACAO DO TRANSPORTE LINEAR ESTOCASTICA

Neste trabalho consideremos o problema de valor inicial
0:/+AQ,=0,1>0, x eR,
Q(x,0) = Qo(x),

no qual a velocidade A € uma varidvel aleatéria e a condi¢@o inicial Qo(x) € um processo

2.1)

estocdstico, definidos sobre o mesmo espaco amostral €2 e seja Q¢ um processo estocdstico
continuo, (Qo(x, w), x € R, w € Q).

Definamos solucdo do problema (2.1) o processo estocdstico
Ox,t,w): Rx[0,00) x Q2 — R.

Entendemos que o problema advectivo (2.1) € bem-posto quando a solu¢do Q(x, ¢, w) existe, é
Unica e depende continuamente de A(w) e Qo(x, ®), w € 2, quase sempre em £2.

2.1 Parametrizaciao do Problema

Um passo importante na quantificacdo de incertezas € a caracteriza¢do conveniente do espaco de
probabilidade por um conjunto finito de varidveis aleatérias mutuamente independentes através
de uma parametrizacdo dos dados de entrada aleatdrios.

Normalmente as entradas aleatérias da equacdo (2.1), A(w) e Qo(x, w), sdo independentes. De
inicio fazemos A(w) = Zp como um dos pardmetros aleatérios. Os outros parametros dependem
do processo inicial Qp(x, w). Uma forma para parametrizarmos Qo(x, w) € usando sua ex-
pansdo de Karhunen-Loeve (KL). Dado a média do processo Qo(x), (g, (x), € sua covariancia,
Co,(x, y), definimos a expansido KL do processo Qo (x, w) por

Qo(x, ) = 1y () + Y VA (x) Zi (@) 22)

i=1
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onde (¥;(x), A;) s@o as autofungdes e autovalores do problema (2.3)

/ Coy(x, VYi(Mdy = 2iYyi(x), xeR (2.3)

e {Z;} sao variaveis aleatérias mutuamente nao correlacionadas, satisfazendo
E[Z;1=0, E[Z;Z;] = éij,

determinadas por

Z; = %, /_Z (Qo(x) —,LLQO(X)) Yi(x)dx, i=12,....

Para uma melhor leitura sobre expansdao KL ver a referéncia [6].

Tomando o truncamento da expansdo no termo d da série (2.2), aproxima-se 0 processo es-
tocéstico inicial Qg (x, w) escrito por uma combinacgdo finita das varidveis aleatérias, Z1, ..., Zg4,

d
Qox, ®) ~ Qox,®) = o, (¥) + Y VA () Zi(w). (24)

i=1

Desta forma, vamos considerar a aproximacio do problema (2.1) pelo seguinte problema: en-
contrar Q(x, 1, Z): R x [0, 00) x Rt — R tal que
01+ 200,=0,1>0, x eR,

- (2.5)
0x,0) = Qolx, Z1, ..., Zg).

3 METODO DE GALERKIN ESTOCASTICO

Vamos inicialmente apresentar os aspectos gerais dos gPCs. A teoria de expansdo usando gPCs
¢é andloga a teoria da aproximacdo de funcdes por polindmios ortogonais.
Seja Z uma varidvel aleatéria com fungdo distribuicdo Fz(z) = P(Z < z) e momentos finitos,
isto €,

E[120"] = [1Prare@) <o me .
onde N =Ng={0,1,...}ouN={0, 1, ..., n} com n um nimero inteiro nao negativo.

Definimos as func¢des gPCs, {<I>J~ (Z)}
definidas sobre Z, tais que

jea> como sendo um conjunto de fungdes polinomiais

E[®(Z2)®;(Z)] =yjdij, i,j €N (3.1

onde
yj=E [<I>§(Z)] LJEN (3.2)

sdo as constantes de normaliza¢do ndo nulas e §;; € o delta de Kronecker.
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236  GALERKIN ESTOCASTICO E EQUACAO DE TRANSPORTE

Quando Z € uma varidvel continua com sua funcdo densidade de probabilidade (que utilizare-
mos a sigla PDF — Probability Density Function durante o texto), fz(z), temos que d Fz(z) =
fz(z2)dz e podemos reescrever a condi¢ao de ortogonalidade (3.1) da forma

E[®i(2)®;(2)] = / Qi (2)P(2) fz(2)dz = yjij, i, j € N. (3.3)
Denotamos por
L2, (I7) = {f I; — R E [fQ] < oo} (3.4)

o0 espaco de todas funcdes aleatdrias definidas em 7z integraveis na média-quadrada com norma
[lfll;2 , onde Iz € o dominio da varidvel aleatéria Z. Temos que LZFZ(IZ) ¢ um espaco de
dFy

Hilbert. Neste espaco, tomemos o subespaco finito gerado pelas fungdes gPCs,
P,(Z2) = span{@k(Z), k=0,1,..., n},
e aqui dim (P,(Z)) =n+ 1. Dado g € Lgle’ definimos a projecdo ortogonal de n-ésimo grau

de g sobre P,(Z),

S 1
Pig =Y 2cPu(Z), onde g = —E[g(2)0x(Z)].
k=0 Vi
Em [1, Teor. 3.35, pag. 33], temos o resultado:
”g_Png”L2 — 0, n — ©
dFy
que garante a convergéncia da projecdo.

Podemos estender as defini¢des acima para um vetor aleatério Z = (Zy, ..., Zg4), com compo-
nentes mutuamente independentes e fungdo distribui¢do

Fz(z1,...,20) = P(Z1 < 21, ..., Za < za),
conforme foi feito em [1] pp. 64-66.

Exemplo 3.1 (Polinémios de Hermite). A partir de alguns modelos usuais de distribui¢des de
probabilidade, as fun¢des gPCs sdo construidas. Um conjunto importante de func¢des sdo os gPCs
de Hermite por sua relagdo com uma varidvel Gaussiana padrao Z ~ N (0, 1). Sabemos que a
PDF desta varidvel Gaussiana padrio é dada por

_ L 2p
f72(2) = «/Ee .

Pela construgdo dos polindmios de Hermite cléssico, { Hx(Z)}ien,. pode-se obter a relagdo de
ortogonalidade (3.3) dada por

E[H/Z)H;(2)] = / Hy () H; (2) f2()dz = 153,
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Desta forma, o conjunto {Hy(Z)};cn, forma uma base de fungdes gPCs que naturalmente deno-
mina-se gPCs de Hermite. Temos que

HoZ)=1, H(Z)=Z, HNZ)=Z2’-1. Hy2)=2"-3Z,
que podem ser obtidos pela féormula de recorréncia

Hy1(Z) = ZHy(Z) — nHy—((2).

3.1 Aplicando Galerkin Estocastico sobre a Equacao do Transporte Linear Estocastica

O método de Galerkin estocdstico é uma extensdo do método de Galerkin cldssico para equacdes
diferenciais com entradas aleatdrias: calcula solu¢des aproximadas em subespacos de dimensao
finita do espago das fungdes aleatérias (3.4), Lfl r,(Iz). Consideramos em particular os subes-
pacos gerados por polindmios ortogonais. Por simplicidade apresentamos uma abordagem es-
tocéstica para o caso unidimensional considerando a projecdo da solug@o e dados do problema,
sobre os espacos dos polindmios univaridveis, isto é, o problema serd parametrizado numa tnica
varidvel aleatéria Zj. Desta forma, a equac@o do transporte linear aleatdria (2.5) é reescrita da
forma:

g(x,t, Zo)—i—Zog(x,t, Zy) =0, xeR, t>0,

ot 0x (3.5)

Q(x,0) = Qo(x, Zo),
onde Zy € a velocidade de transporte aleatério do problema de valor inicial (2.1) e o processo

estocdstico inicial, Qg (x), também estd parametrizado por Zy.

Consideremos as fungbes gPCs para a varidvel aleatéria Zo, {¢x(Zo)}ren - No método de
Galerkin estocéstico a solucdo, Q(x, ¢, Zp), € projetada sobre P, (Zp)

Qn(x, 1, Zo) = Y Qi(x, )¢x(Zo) (3.6)

k=0

e tomamos o produto escalar entre equacdo diferencial (3.5) e um elemento arbitrdrio ¢ €
P,(Zp). Em particular, escolhemos ¢ = ¢, 0 <k <n:

00, T [ 90,
E[ 3Qt (x. 1, Zo)b(Z0) | + E | Zo fc (x. 1, ZO)¢k(ZO):| —o. 37

Substituindo a expressdo (3.6) em (3.7),

3 (<~ i [ R N
E |:§ <§ 0ilx, t)¢i(Zo)> o (Zo) |+ E Zoa—x <§ 0ilx, t)¢i(Zo)> ¢k(ZO):| =0

~ 25 "9 A
; EQi(X, DE [¢i(Zo)dk (Zo)] + Z(:) a—in(x, NE [Zodi (Zo)bx(Zo)] = 0
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238  GALERKIN ESTOCASTICO E EQUACAO DE TRANSPORTE

pela ortogonalidade das funcdes gPCs (propriedades (3.1) e (3.2)) obtemos para cada k =
0,...,n,

(x r>+Ze,k (x =0 (3.8)

onde ejx = E [Zogi (Zo)pr(Zo)], i,k =0, ..., n. Desta forma, em (3.8) temos n + 1 equagdes
lineares, que podemos escrever na forma vetorial

00 90 _
Fo - +B--=0 (3.9

onde Q = [Qo e Qn]T, ' = diag(yo, v1,---,vn) € B = (ejx), i,k =0,...,n é uma matriz
(n+1) x (n+ 1) real e simétrica. Se as funcdes gPCs estdo normalizadas, entdo y, = 1, Vk, o
sistema (3.9) terd a forma R R
a0 a0
= 4L B =
ot + ox

onde B = BT é uma matriz hiperbélica, ou seja, os autovalores sdo niimeros reais.

=0,

Para completar o método de Galerkin estocastico, devemos projetar também a condi¢@o inicial
no espago P, (Zo):

OV(x. Zo) = Y 0L(x)(Zo).
k=0
onde 09 (x) = E[ Qo(x, Zo)¢x (Z0)].

Notemos que para calcular Qg (x) é necessario uma expressdo para Q¢ parametrizada em funcio
Zy. Caso contrdrio pode ser usada a expansdo KL truncada conforme vimos em (2.4),

d
Q. Z1, ... Za) ~ Qo(x, Z1. ... Za) = poy () + Y v Aivi(0)Zi,

e obtemos a parametrizacdo de cada nova varidvel aleatdria Z; em funcdo de Z.

Conhecidos os coeficientes Qg(x), k = 0,...,n, da projecdo da condi¢do inicial, o método
de Galerkin para (3.5) reduz-se a resolver um sistema de (n + 1) equagdes diferenciais deter-
ministicas acopladas

9 9
20 +B 20 =0,
ot dx (3.10)

0(x,0) = 0°(x),
HO N0 Ho1T
onde Q =[QO Qn] .
Como vimos anteriormente, a aplicagdo do método de Galerkin resulta numa matriz B real e
simétrica. Portanto B tem seus autovalores, A;, j = 0,1,...,n, reais e existe a fatoracdo:

BU = UD, onde D = diag(1g, A1, ..., Ay) € U é uma matriz unitria. Logo o sistema (3.10)
pode ser transformado por meio desta fatoracdo e da mudanca de varidvel:

W=U"Q, onde W =[Wy ... WoI", (3.11)
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obtendo o sistema desacoplado

ot ax

Wx,00=UT0(x,0)=UT0%),

ou ainda,
ow ow
I L2k — o, Vk=0,1,...,n.
ot 0x
Wi(x, 00 = 3} Ujx Q) (x) = U 0°x),
onde Uy = [Upi ... Unk]T € a k-ésima coluna da auto matriz U .

Pelo método das caracteristicas, cada equacao tem solucio da forma
Wi, 1) = U Q% —at), k=0,1,....n.

Portanto _ R

Wo(x. 1) Ug Q°(x — 2o1)
Wx,t) = : = : ,

W (x, 1) UL Q%(x — hunt)
e por (3.11) a solucdo para o problema de valor inicial (3.10) é dada por

[ U Q% — hot) \
Ox,t) =UW(x,t)=U : = Y UUL0"(x — ). (3.12)
UnT QO(X _ )"nt) k=0

Vimos que é possivel obter uma aproximacao da solucdo de uma EDP estocdstica através da
solucdo de um sistema deterministico com o método de Galerkin estocdstico. Notemos que (3.12)
¢ a solucdo analitica do sistema de Galerkin nio tendo erros numéricos, no entanto erros com-
putacionais podem surgir na diagonaliza¢do da matriz do sistema (3.10). Os erros esperados na
implementagdo deste método sdo devidos ao truncamento da expansdo gPCs da solugdo. Este
método € de facil implementacdo computacional, conforme serd ilustrado na préxima secao.

Outra facilidade no uso do método de Galerkin Estocéstico é na determinacdo dos momentos da
solugdo. Em particular, € fécil provar que a média da projecdo Q,(x, t, Zy), (Lo, (X, t), no ponto
(x, t) € justamente a funcdo coeficiente Qo(x, 1), isto é,

po(x,1) ~ pg,(x, 1) = Qolx,1) (3.13)

e a variancia é dada por

n

030, 1) ~ 0 (x.1) = E[(Qn(x,t,z)—,uQ(x,t))z] =Y (Gkx.0). (314

k=1
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4 EXPERIMENTO NUMERICO

Em todas simulacdes consideramos a varidvel de transporte A = Z( com distribuicdo Gaussiana
e o processo estocdstico inicial Qo (x) estando parametrizado na varidvel Z.

Visto que Zg ~ N (0, 1) temos a PDF

f2,2) = exp(—x2/2),

1
V2r
entdo escolhemos a base de polindmios de Hermite gPCs, { Hy(Zo)}keN,» para fazer a projegio
da solucdo pelo método de Galerkin. Lembramos que esta base estd normalizada, ou seja,
Yk = E[Hi(Zo)] = 1.

Para facilitar na implementac¢do dos dados, vamos considerar que o processo inicial, Qo (x, Zop),
jé esteja no espago gerado pelos gPCs de Hermite. Supomos que o processo inicial € uma ex-
pansdo de primeira ordem dos polindmios gPCs

Qo(x, Zo) = Ho(Zo) + xH1(Zo), 4.1
onde os polindmios Hy(Zp) sdo os polindmios de Hermite.

Para comparar a convergéncia da solu¢do de Galerkin estocdstico, aplicamos o método de Monte
Carlo ao problema com ntiimero de simula¢des m = 100000. Neste caso, a cada (x, ¢) fixado e
para cada simulacdo em Z, construimos a solucdo aleatdria

O(x,t, Zg) = Qo(x — Zot, Zo) = Ho(Zo) + (x — Zot)H1(Zp).

Neste exemplo € possivel obter uma soluc@o analitica:
O(x,t,Z0) =1 +xZ —1Z}

e portanto seus momentos. Em particular, a média e variancia sdo, respectivamente, (g (x, ) =
1—1 eaé(x, 1) = x2 + 212

Nas Figuras 1 e 2 apresentamos os gréficos das PDFs das solugdes O, (x, t, Zp), sendo que as
linhas tracejadas representam o método de Galerkin Estocastico (GE) e as linhas preenchidas
representam as simulacdes de Monte Carlo (MC). Na Figura 1 variamos apenas o maior grau
dos gPCs que formam a solucdo pelo método de Galerkin estocdstico (fizemos n = 1, 3, 8, 50).
Utilizando (3.13) e (3.14) montamos a Tabela 1 abaixo com a média e o desvio-padrdo das
solucdes:

Na Figura 2 variamos a varidvel temporal entre t = 0.05 e = 5 para analisar o comportamento
da solugdo ao longo do tempo. Neste caso, temos os resultados para os momentos na Tabela 2.

Com base na Figura 1 notamos que a solucdo de Galerkin atinge um bom resultado com o maior
grau n dos gPCs relativamente baixo, justificando assim sua eficiéncia, apesar de possuir etapas
computacionalmente caras, como encontrar autovalores de uma matriz de ordem (n+1) x (n+1).
Na Figura 2, percebemos uma outra caracteristica da convergéncia da solu¢ao do método de Ga-
lerkin estocdstico que diz que quanto maior a proximidade da varidvel ¢ de 0, mais rapidamente
o método ird convergir para solucdo verdadeira [1].
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Tabela 1: Média e Desvio-Padrio da solu¢do em (-5, 0.5) usando simulacdes de Monte
Carlo e método de Galerkin Estocéstico com n = 1, 3, 8, 50.

GE
n=1 n=3 n=2_y n =150
no(=5,0.5) | 0.49391552 | 0.50000000 | 0.50000000 | 0.50000000 | 0.50000000
00 (—=5,0.5) | 5.05496987 | 5.00000000 | 5.04975247 | 5.04975247 | 5.04975247

MC

0.08 _MC
---GEcomn=3

008t | —MC
---GEcomn=1]|/

0.07

0.06

0.051

0.051

0.041

0.03-

0.021

0.01F

008t | —MC
---GEcomn=50

0.07

0.06

0.05

0.051

0.041

0.041

0.03

0.031

0.021

0.02f

0.01F 0.01F

0 L L L L L L L L 0 L L i L L L L L
-25 20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 -25 20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

Figura 1: PDF da solucdo da Equa¢do do Transporte Linear Aleatéria no ponto (-5, 0.5), com
A varidvel aleatéria gaussiana padrdo e condicdo inicial dada por (4.1), utilizando o método de
Galerkin Estocéstico (GE) e as simulagdes de Monte Carlo (MC).
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Tabela 2: Média e Desvio-Padrao da solu¢do em x = 2 usando simulagdes

de Monte Carlo e método de Galerkin Estocastico com n = 3.

MC GE
f =005 1o (2,0.05) 0.95373072 0.95000000
0p(2,0.05) 2.00276706 2.00124961
‘=020 1o (2,0.20) 0.79467800 0.80000000
00(2,0.20) 2.02136657 2.01990099
 — 080 12 (2,0.80) 0.19627110 0.20000000
00(2,0.80) 2.30941013 2.29782506
' —5.00 1o (2,5.00) | —4.04137762 | —4.00000000
00(2,5.00) 7.40686823 7.34846923
otsf |---GEcomn=3 ot |- --GEcomn=3
(a) t=0.05 (b) t=0.2
=
0% |---GEcomn=3 1 0% |---GEcomn=3

(©) t=0.8

@t=5

Figura 2: PDFs da solucao da Equacgd@o do Transporte Linear Aleatériaem x = 2, com A varidvel

gaussiana padrdo e condi¢do inicial dada por (4.1), utilizando o método de Galerkin Estocdstico
(GE) e 0o método de Monte Carlo (MC).
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5 CONCLUSOES

Vimos neste artigo que o método de Galerkin estocdstico pode ser usado para resolver equacdes
diferenciais com dados de entrada aleatérios. Em particular, na equacdo de transporte linear
aleatdria (3.5) o método transforma o problema de quantificacdo de incertezas num problema
de sistema de equagdes diferenciais acopladas deterministicas (3.10), que desacoplado fornece a
solugdo analitica (3.12) para este sistema.

Assim, dado (x, t), a solucd@o aleatéria da equacdo do transporte é aproximada pela soma (3.6),
onde os coeficientes Qk (x,1), k=0,1,...,nsdo obtidos por (3.12). Os dados estatisticos desta
solucdo podem ser aproximados usando (3.13) e (3.14). Na Secdo 4 apresentamos os resultados
da implementacdo computacional do método. Observamos (Tabelas 1 e 2) que a aproximagao
para os momentos obtidos pelo método de Monte Carlo é da ordem de 10~3. Na Figura 1 notamos
a convergéncia da PDF da soluc¢do no ponto fixado (x, ). Na Figura 2 verificamos que quando
o tempo cresce a convergéncia do método serd mais lenta, resultado coerente com a estimativa
para o erro da projecdo, encontrada em [1]:

C
E[IQ - 0ulB] = —r.

onde || - || € anorma em L, C é uma constante independente de n, t é o tempo, e m > 0 é uma
constante real que depende da suavidade de Q em termos de Zj.

Com estes resultados verificamos a eficiéncia do método de Galerkin estocdstico na determinagao
da solucdo para o problema (3.5). Uma extensdo deste trabalho é tomar a velocidade de transporte
também sendo um processo estocdstico, ou seja, A = A(x, ¢, ®). Também podemos considerar
um sistema hiperbdlico, sendo A uma matriz com entradas aleatdrias. Trabalhos nestas direcdes
estdo sendo desenvolvidos pelos autores.

ABSTRACT. We use the stochastic Garlekin method to solve a linear transport equation with
random data. Following the ideias of the method, the statiscal solution is projected on the
space generated by generalized Polynomials Chaos, a basis for the space of random functions.

Numerical simulations compare our results with the Monte Carlo simulations.

Keywords: quantification of uncertainty, stochastic Galerkin method, generalized Polynomi-
als Chaos.
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