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Resumo. A maioria dos estudos sobre o modelo de regressão logísti
a polit�mi
a


onsidera apenas o modelo 
om funções dis
riminantes lineares. Entretanto, fun-

ções dis
riminantes quadráti
as podem ser de grande utilidade, além de apresentar

melhores resultados. Porém, o modelo logísti
o quadráti
o envolve a estimação

de um grande número de parâmetros des
onhe
idos, o que pode exigir um grande

esforço 
omputa
ional. Neste trabalho utiliza-se um 
onjunto de 
omponentes prin-


ipais das variáveis explanatórias a �m de reduzir as dimensões do modelo a ser

estimado, 
om variáveis explanatórias 
ontínuas, bem 
omo os 
ustos 
omputa
io-

nais para a estimação de parâmetros na regressão logísti
a quadráti
a polit�mi
a,

sem perda de e�
iên
ia. Simulações 
om dois 
onjuntos de dados mostram que o

modelo de regressão logísti
a quadráti
o, 
om 
omponentes prin
ipais, é 
ompu-

ta
ionalmente viável, podendo produzir resultados melhores que aqueles obtidos

pelo modelo de regressão logísti
a 
lássi
o, em termos de taxas de 
lassi�
ações


orretamente efetuadas.

Palavras-
have. Regressão logísti
a polit�mi
a, regressão logísti
a quadráti
a,

análise de 
omponentes prin
ipais.

1. Introdução

O Modelo de Regressão Logísti
a é empregado para modelar a relação entre uma

variável dependente 
ategóri
a e um 
onjunto de variáveis explanatórias. Na litera-

tura disponível a quase totalidade dos trabalhos sobre o modelo 
onsidera apenas

funções dis
riminantes lineares, 
omo [1℄, [2℄, [10℄ e [11℄, para 
itar alguns pou-


os. Entretanto, funções dis
riminantes quadráti
as podem ser de grande utilidade,

podendo também apresentar melhores resultados. Porém, o modelo logísti
o qua-

dráti
o para variábel resposta polit�mi
a envolve a estimação de um grande número

de parâmetros, o que pode exigir um elevado esforço 
omputa
ional, espe
ialmente

quando há um número elevado de variáveis explanatórias no 
onjunto de dados.

Neste trabalho propõe-se o uso de um 
onjunto de 
omponentes prin
ipais das va-

riáveis explanatórias a �m de reduzir as dimensões do modelo a ser estimado, 
om
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variáveis 
ontínuas, bem 
omo os 
ustos 
omputa
ionais para a estimação de parâ-

metros na regressão logísti
a quadráti
a polit�mi
a, sem perda de e�
iên
ia.

2. Modelo de Regressão Logísti
a Clássi
o

Seja uma amostra de n observações independentes, distribuídas entre s grupos,

G1, G2, ..., Gs. Seja x o vetor de variáveis explanatórias, ou 
ovariáveis, tal que,

xT = (x0, x1, ..., xp), onde x0 ≡ 1, por 
onveniên
ia. Seja Y a variável resposta

polit�mi
a, 
om s respostas possíveis, 
ada resposta indi
ando o grupo, ou 
ategoria,

ao qual perten
e a observação em questão. Na forma matri
ial, as n observações

são dadas por:

X =




1 x11 ... xp1

1 x12 ... xp2

... ... ... ...
1 x1n ... xpn




O Modelo de Regressão Logísti
a Clássi
o (MRLC), para variável resposta po-

lit�mi
a, assume que as probabilidades a posteriori são dadas por:

P (Gk | x) =

exp


βk0 +

p∑

j=1

βkjxj




s∑

i=1

exp


βi0 +

p∑

j=1

βijxj




onde k = 1 , 2 , ... , s− 1 e B s = 0, 
onsiderando s 
omo o grupo de referên
ia. Há

(s− 1) (p+ 1) parâmetros des
onhe
idos e a função de versossimilhança é:

ℓ (B | Y,x) =

n∏

i=1

s∏

k=1

[P (Gk | x i)]
Yki

onde Y = (Y1 , ... ,Yn)
T
e Yi = (Y1i, ..., Ysi), 
om Yki = 1 se Y = k , e Yki = 0 em

outro 
aso. A função log-verossimilhança é dada por:

L (B | Y,x) =

n∑

i=1

s∑

k=1

Ykiln [P (Gk | x i)]

Nestas 
ondições, tem-se que:

∂

∂βkj

L (B | Y,x) =

n∑

i=1

xij (Yki − P (Gk | x i))

O Estimador de Máxima Verossimilhança (EMV) B̂ é obtido após igualar as

derivadas a zero e resolver o sistema resultante em relação a B. O pro
edimento

mais utilizado neste 
aso é o Método de Newton-Raphson.
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Na práti
a, a estimação dos parâmetros des
onhe
idos do modelo logísti
o é

sensível a 
ertas 
ara
terísti
as dos dados, espe
ialmente no que se refere à sobre-

posição de grupos. Uma abordagem apresentada por [2℄ propõe a 
lassi�
ação do


onjunto de dados em três 
ategorias: separação 
ompleta, quando os grupos es-

tão 
ompletamente separados, sobreposição par
ial, quando apenas alguns grupos

apresentam sobreposição e sobreposição 
ompleta, quando 
ada grupo 
ompartilha

informações iguais 
om todos os demais grupos. De a
ordo 
om [2℄, os estimadores

de máxima verossimilhança podem ser 
al
ulados se, e somente se, houver sobre-

posição de grupos. Algumas abordagens para 
ontornar o problema da separação

entre grupos podem ser en
ontradas em [11℄ e [17℄, para variável resposta binária,

e [4℄, para variável resposta polit�mi
a.

Para 
ontornar o problema da separação 
ompleta, adotou-se neste trabalho

uma generalização do Modelo de Regressão Logísti
a O
ulto (MRLO), método de

estimação robusta proposto por [17℄ para variável resposta binária, e que tem 
omo

base abordagens apresentadas por [8℄ e [7℄. Esta generalização 
onsidera que há n

variáveis não observáveis, T1, ... , Tn, onde Ti possui s valores possíveis, γi , ... ,

γs. Desta forma, tem-se Yi = j 
om probabilidade P (Yi = j | Ti = γk) = δjk, onde∑s
j=1 δjk = 1 e δjj = maxk=1,...,s {δjk}.

O estimador de máxima verossimilhança para Ti , quando Yi = j, é T̂ML,i = γj .
Para um modelo 
om n possíveis respostas yij , i = 1 , ... , n e j = 1 , ... , s, onde

yij = 1, se Yi = j, e yij = 0, 
aso 
ontrário, pode-se de�nir a variável dada por:

ỹij =

s∑

k=1

yikδkj

Para o MRLC, δjj = 1 e δjk = 0, se j 6= k. O objetivo é maximizar:

ℓ
(
Θ | Ỹ , X

)
=

n∏

i=1

s∏

j=1

[P (Tj | xi)]
Ỹji .

A função log-verossimilhança �
a:

L
(
Θ | Ỹ , X

)
=

n∑

i=1



s−1∑

j=1

ỹjiµj − ln


1 +

s−1∑

j=1

exp (µj)




 ,

onde µj = θj0 + θj1x1 + θj2x2 + ...+ θjpxp, j = 1 , 2 , ... , s - 1.

Os estimadores de máxima verossimilhança são os valores que maximizam a

função log-verossimilhança 
om relação a Θ. Para maiores detalhes sobre a referida

maximização, sugere-se 
onsultar [4℄. Na literatura disponível é possível en
ontrar

diferentes abordagens visando a implementação de métodos de estimação robusta,

apresentados por [10℄, [12℄ e [14℄, entre outros.

De a
ordo 
om [17℄, [7℄ observou que a estimação de δ0 e δ1, para variável

resposta binária, pode ser bastante 
omplexa e dispendiosa, sob o ponto de vista
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omputa
ional, a menos que n seja muito grande. A abordagem simétri
a 
onsiste

em es
olher uma 
onstante γ > 0 e tomar δ0 = γ e δ1 = 1−γ, onde γ é tão pequeno

que γ2
possa ser ignorado, e δ0 < π̂ < δ1, onde π̂, δ0 e δ1 são dados por δ1 = 1+π̂δ

1+δ

, δ0 = π̂δ
1+δ

, π̂ = max {δ , min (1− δ ; π̄)}, π̄ = 1
n

∑n

i=1 yi.
Expli
ações mais detalhadas, bem 
omo dis
ussões, podem ser en
ontradas em

[7℄, [17℄ e [12℄. Neste trabalho 
onsiderou-se que a probabilidade de observar o

verdadeiro estado, dada por P (Yi = j |Ti = γj) = δjj , deve ser superior a 0.5, isto

é, 0.5 < δjj < 1, adi
ionalmente

∑s
k=1,k 6=j δjk < δjj . Além disto, não é possível

determinar o estimador dado por π̄j = 1
n

∑n

i=1 yij , j = 1 , ... , s, uma vez que π̄j

pode ser menor que 0.5. Neste trabalho optou-se por es
olher δ = 0.99, e fazer

δjj = δ e δjk = 1−δ
s−1 .

3. Modelo de Regressão Logísti
a Quadráti
o

A in
lusão de termos quadráti
os e multipli
ativos na função linear do MRLC re-

sulta no Modelo de Regressão Logísti
a Quadráti
o (MRLQ), dado por:

Q (Gk | X) =
exp

(
χ
k

)

s∑

i=1

exp
(
χ
i

)

onde χ
k
= αk0 +

p∑

i=1

αkix
2
i +

pC2∑

i=p+1

αkixj′xj′′ +

pC2+p∑

i=pC2+1

αkixj , k = 1 , 2 , ... , s − 1 ,

χ s = 0, e j, j′′ = 1 , 2 , ... , p , j′ = 1 , 2 , ... , p− 1.

Este modelo envolve [(s− 1) (p+ 1)]
(
1 + p

2

)
parâmetros des
onhe
idos, 
uja esti-

mação segue o mesmo ra
io
ínio usado para obter os parâmetros do MRLC. Entre-

tanto, 
aso haja um grande número de 
ovariáveis, o número de parâmetos adi
ionais

pode resultar em um problema de difí
il resolução, do ponto de vista 
omputa
ional,

o que pode tornar de grande utilidade um método destinado a reduzir as dimensões

do 
onjunto de dados. De a
ordo 
om [3℄, a expressão quadráti
a também pode ser

apresentada na forma:

χ
k
= αk0 + xTΩkx+ αT

k x

onde Ωk = V−1
k −V−1

s , Vk é a matriz de 
ovariân
ias em Gk, k = 1, 2, ..., s− 1, e
Vs é a matriz de 
ovariân
ias em Gs.

Para reduzir o número de parâmetros, [3℄ sugere uma aproximação obtida através

da de
omposição espe
tral da matriz de informação, que resulta na expressão:

Ωk =

p∑

j=1

λjkℓjkℓ
T
jk
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onde os λjk são os autovalores da matriz Ωk, em ordem de
res
ente, λ1k ≥ λ2k ≥
. . . ≥ λpk, e ljk são os respe
tivos autovetores. Neste 
aso, Ωk pode ser es
rita 
omo

Ωk
∼= λklkl

T
k , onde λk é o maior autovalor. O passo seguinte é a normalização de


ada lTj = (ℓj1, ..., ℓjp) sob as restrições:

p∑

k=1

ℓ2jk = 1

Como esta abordagem pode ser pou
o e�
iente 
omputa
ionalmente, sugere-se uma

alternativa, que 
onsiste em 
onsiderar a forma dada por:

χ
k
= αk0 + µk(d

T
k x)

2 + αT
k x

onde µk = sgn(λk), k = 1, ..., s − 1, dkj = ℓkj/
√
|λk|, j = 1, ..., p. A função log-

verossimilhança é maximizada 
om relação a αkj e dkj , sem restrições, 2(s−1)
vezes

para µk = ±1. Na seqüên
ia, toma-se 
omo estimadores de máxima verossimilhança

os maiores valores entre os 2(s−1)
valores da função log-verossimilhança, obtendo-se

desta forma os estimadores para 
ada um dos (s − 1)p parâmetros. Contudo esta

abordagem nem sempre é apli
ável. Por exemplo, de a
ordo 
om [3℄ se o 
onjunto

de dados 
ontém variáveis binárias, os termos da diagonal da matriz de 
ovariân
ias

são iguais a zero. Neste trabalho propõe-se utilizar 
omo 
ovariáveis as 
omponentes

prin
ipais da matriz de informação I(B), de ordem (s− 1)(p+ 1), 
ujos elementos

são dados por:

∂2L (B)

∂βjm∂βjm′

= −

n∑

i=1

xm′ixmi [Q (Gj |xi)] [1−Q (Gj |xi)]

e

∂2L (B)

∂βjm∂βj′m′

=

n∑

i=1

xm′ixmi [Q (Gj |xi)] [Q (Gj′ |xi)]

onde j, j′ = 1, 2, ..., (s− 1) e m,m′ = 1, 2, ..., p.

4. Modelo de Regressão Logísti
a de Componentes

Prin
ipais

A Análise de Componentes Prin
ipais (ACP) é um método utilizado para estudar

a variân
ia e a 
ovariân
ia através de 
ombinações lineares das p variáveis envolvi-

das, e pode ser 
onsiderada uma ferramenta para reduzir a 
olinearidade entre as

variáveis explanatórias e, também, a dimensão do 
onjunto de dados, pois permite

expressar a maior parte da variabilidade através de q 
omponentes prin
ipais, q < p.
Sejam n observações de p variáveis 
ontínuas, dadas pela matriz X, e seja a

matriz de 
ovariân
ia amostral:
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S =




s11 s12 ... s1p
s22 ... s2p

.

.

.

.

.

.

spp


 .

As observações x podem ser padronizadas, de modo que

S =
1

n− 1
XTX

A matriz S pode ser es
rita 
omo S = VTΛV, ondeΛ = diag (λ1, ..., λp) eV ï¾

1
2

uma matriz ortogonal. Seja Z a matriz 
ujas 
olunas são as 
omponentes prin
ipais,

dada por Z = XV, onde v1, ...,vp são os autovetores da matriz S, asso
iados aos

autovalores λ1 ≥ ... ≥ λp ≥ 0, tal que a matriz de observações possa ser es
rita


omo X = ZVT
, onde xij =

∑p
k=1 zikvjk . Além disto, as matrizes Z e V podem

ser es
ritas 
omo:

Z =




1 z11 ... z1q z1(q+1) ... z1p
... ... ... ... ... ... ...
1 zn1 ... znq zn(q+1) ... znp


 =

(
Z(q)|Z(r)

)

e

V =




1 0 ... 0 0 ... 0
1 v11 ... v1q v1(q+1) ... v1p
... ... ... ... ... ... ...
1 vp1 ... vpq vp(q+1) ... vpp


 =

(
V(q)|V(r)

)

Para melhorar a estimação de parâmetros do modelo logísti
o na presença de

multi
olinearidade, e reduzir a dimensão do 
onjunto de dados, [1℄ sugere usar 
omo


ovariáveis do modelo logísti
o um 
onjunto reduzido de 
omponentes prin
ipais

das variáveis originais. Esta abordagem, 
hamada Modelo de Regressão Logísti
a

por Componentes Prin
ipais (MRLCP), forne
e uma estimação bastante pre
isa dos

parâmetros, no 
aso de existên
ia de multi
olinearidade, e toma por base uma abor-

dagem proposta por [15℄. Adi
ionalmente, de a
ordo 
om [5℄, estimadores obtidos

através da ACP podem apresentar viés inferior ao apresentado por estimadores ob-

tidos através de métodos mais 
omumente usados. Por outro lado, deve-se levar em


onsideração que, 
onforme [16℄, os estimadores dos autovalores da matriz S podem

ter um grande viés quando tendem a ser iguais, ou muito próximos. Abordagens

para reduzir este viés podem ser en
ontradas em [12℄.

A generalização do MRLCP para variável resposta polit�mi
a não exige uma

formulação 
omplexa. Ini
ialmente 
al
ula-se a matriz de 
ovariân
ias S. Desta

forma, os elementos da matriz X podem ser representados por xik =
∑p

j=1 zijvkj ,
tal que:
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P (Gt | Zv i) =

exp


βt0 +

p∑

k=1

p∑

j=1

zijvkjβtk




s∑

m=1

exp


βm0 +

p∑

k=1

p∑

j=1

zijvkjβmk




,

onde i = 1 , ... , s, j = 0 , ... , p, t = 1 , ... , s e βsj = 0.

Fazendo γtj =

p∑

k=1

vkjβtk, o MRLCP para variável resposta polit�mi
a é dado por:

P (Gt | Zv i) =

exp


βt0 +

p∑

j=1

zijγtj




s∑

i=1

exp


βi0 +

p∑

j=1

zijγmj




,

OModelo de Regressão Logísti
a Quadráti
o de Componentes Prin
ipais (MRLQCP)

é:

Q (Gk | Zv i) =
exp

(
χ
k

)

s∑

i=1

exp
(
χ
i

)

onde χ
k
= χk0+

p∑

i=1

zijγ
2
kj+

pC2∑

i=p+1

zijγkj′γkj′′+

pC2+p∑

i=pC2+1

zijγkj , para k = 1 , 2 , ... , s−1

, χ s = 0, e j, j′′ = 1 , 2 , ... , p , j′ = 1 , 2 , ... , p− 1.
Para a formulação do MRLCP e do MRLQCP foram utilizadas as q primeiras


omponentes prin
ipais, 
om a per
entagem a
umulada da variân
ia total não in-

ferior a 95%. Sobre a seleção de 
omponentes prin
ipais, deve-se ter em mente,


onforme [13℄, que 
omponentes prin
ipais 
om os menores autovalores podem ser

tão úteis quanto aquelas 
om maiores autovalores, podendo, in
lusive, gerar modelos

dis
riminantes mais e�
azes.

5. Apli
ações

Para veri�
ar a e�
iên
ia do modelo logísti
o quadráti
o para variável resposta

polit�mi
a, bem 
omo da utilização da Análise de Componentes Prin
ipais na esti-

mação de parâmetros do modelo em questão, os modelos quadráti
os obtidos foram

testados em dois ban
os de dados extraídos da literatura. O primeiro 
onjunto de
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dados foi obtido de [9℄, e 
ontém medidas de 150 observações de �ores de três es-

pé
ies. O segundo 
onjunto, obtido de [6℄, 
ontém 120 observações referentes aos

teores de á
idos graxos de óleos vegetais de 
in
o variedades. Os resultados obtidos,


omparados 
om relação à taxa aparente de erros, são apresentados na seqüên
ia.

Exemplo 1: Iris. São três grupos: Iris Setosa (G1), Iris Versi
olor (G2) e Iris

Virgini
a (G3), usado 
omo grupo de referên
ia. Em 
ada grupo há 50 observações

e quatro variáveis explanatórias: Comprimento (x1) e largura (x2) da sépala e 
om-

primento (x3) e largura (x4) da pétala, em milímetros. Sabe-se que o grupo G1 é


ompletamente separado dos demais. Além disto, há uma forte 
orrelação entre as

variáveis x3 e x4, 
om r = 0, 9629. Neste exemplo, enquanto o MRLO requer a esti-

mação de 10 parâmetros, ou 
in
o para 
ada função dis
riminante, o MRLQ envolve

30 parâmetros, 15 para 
ada função dis
riminante. Para os modelos 
om 
ompo-

nentes prin
ipais foram sele
ionadas as duas 
omponentes 
om maior per
entagem

da variân
ia a
umulada. Desta forma, o MRLCP envolve seis parâmetros, enquanto

o MRLQCP envolve 12 parâmetros. A Tabela 1 mostra as variân
ias (autovalores)

e a per
entagem a
umulada da variân
ia total para 
ada 
omponente prin
ipal. As

matrizes de 
lassi�
ações para o MRLO e para o MRLCP, 
om funções dis
rimi-

nantes lineares, são apresentadas na Tabela 2. As taxas de a
ertos para os modelos


om dis
riminantes quadráti
as, MRLCP e MRLQCP, são apresentadas na Tabela

3. Estes resultados mostram que o modelo quadráti
o 
om duas 
omponentes prin-


ipais apresentou as mesmas taxas de a
erto obtidas pelo MRLQ. Entretanto, 
abe

ressaltar que o MRLQCP exigiu a estimação de um número signi�
ativamente me-

nor de parâmetros.

Tabela 1: Iris. Variân
ias (Autovalores) e Per
entagem A
umulada da Variân
ia Total.

Variân
ia (λ) 2.92 0.91 0.15 0.021

Variân
ia Total A
umulada (%) 72.96 95.81 99.48 100.00

Tabela 2: Matriz de Classi�
ações. Iris. Funções Dis
riminantes Lineares.

Modelo Grupo Observado

Grupo Predito

G 1 G 2 G 3

MRLO

G 1

G 2

G 3

1.00 0.00 0.00

0.00 0.98 0.02

0.00 0.02 0.98

MRLCP (2 
.p.'s)

G 1

G 2

G 3

1.00 0.00 0.00

0.00 0.88 0.12

0.00 0.10 0.90
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Tabela 3: Matriz de Classi�
ações. Iris. Funções Dis
riminantes Quadráti
as.

Modelo Grupo Observado

Grupo Predito

G 1 G 2 G 3

MRLQ

G 1

G 2

G 3

1.00 0.00 0.00

0.00 0.98 0.02

0.00 0.02 0.98

MRLQCP (2 
.p.'s)

G 1

G 2

G 3

1.00 0.00 0.00

0.00 0.98 0.02

0.00 0.02 0.98

Exemplo 2: Á
idos Graxos. São 120 observações, 
in
o grupos e sete variáveis

explanatórias, representando os teores de sete á
idos graxos: palmíti
o, esteári
o,

oléi
o, linoléi
o, linolêni
o, ei
osanoi
o e ei
osenoi
o. Os 
in
o grupos 
onsidera-

dos referem-se a óleos de: 
olza (G1), girassol (G2), amêndoa (G3), milho (G4) e

abóbora (G5), utilizado 
omo grupo de referên
ia. Cabe ressaltar que os teores

de á
idos oléi
o e linoléi
o apresentam forte 
orrelação, 
om r = −0, 9565. Neste

exemplo o modelo logísti
o linear 
ontém quatro funções dis
riminantes, 
ada uma


om oito parâmetros, isto é, 32 parâmetros des
onhe
idos. O modelo quadráti
o,

por sua vez, requer a estimação de 144 parâmetros, ou 36 para 
ada função dis
ri-

minante. A Tabela 4 mostra as variân
ias (autovalores) e a per
entagem a
umulada

da variân
ia total para 
ada 
omponente prin
ipal. Para a 
onstrução dos modelos

MRLCP e MRLQCP foram utilizadas quatro 
omponentes prin
ipais, totalizando

20 parâmetros para o MRLCP e 60 para o MRLQCP. A Tabela 5 apresenta as

matrizes de 
lassi�
ações para o MRLO e para o MRLCP, 
om funções dis
rimi-

nantes lineares. As matrizes de 
lassi�
ações para o MRLQ e para MRLQCP são

apresentadas na Tabela 6. Neste 
aso, embora o MRLQCP tenha apresentado taxas

inferiores ao MRLQ, pode-se argumentar que estas mesmas taxas são superiores ao

MRLO, 
om funções lineares.

Tabela 4: Á
idos Graxos. Variân
ias (Autovalores) e Per
entagem A
umulada da Vari-

ân
ia Total.

Variân
ia (λ) 3.91 1.08 0.93 0.79 0.21 0.08 0.00

Variân
ia Total A
umulada (%) 55.85 71.84 84.66 95.90 98.83 99.99 100.00
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Tabela 5: Matriz de Classi�
ações. Á
idos Graxos. Funções Dis
riminantes Linea-

res.

Modelo Grupo Observado

Grupo Predito

G 1 G 2 G 3 G 4 G 5

MRLO

G 1

G 2

G 3

G 4

G 5

0.64 0.00 0.00 0.00 0.36

0.00 0.95 0.00 0.00 0.05

0.00 0.00 1.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.70 0.30

0.15 0.00 0.05 0.05 0.70

MRLCP (4 
.p.'s)

G 1

G 2

G 3

G 4

G 5

0.64 0.00 0.00 0.00 0.36

0.00 0.95 0.00 0.00 0.05

0.00 0.00 0.96 0.00 0.04

0.00 0.00 0.00 0.80 0.20

0.17 0.06 0.03 0.06 0.68

Tabela 6: Matriz de Classi�
ações. Á
idos Graxos. Funções Dis
riminantes Qua-

dráti
as.

Modelo Grupo Observado

Grupo Predito

G 1 G 2 G 3 G 4 G 5

MRLQ

G 1

G 2

G 3

G 4

G 5

0.82 0.00 0.00 0.00 0.18

0.00 1.00 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 1.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 1.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 1.00

MRLQCP (4 
.p.'s)

G 1

G 2

G 3

G 4

G 5

0.73 0.00 0.00 0.00 0.27

0.00 1.00 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 1.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.90 0.10

0.00 0.03 0.00 0.05 0.92

6. Con
lusão

O uso de 
omponentes prin
ipais para substituir as variáveis explanatórias teve 
omo

resultado a redução das dimensões do 
onjunto de dados e, 
onsequentemente, do

número de parâmetros des
onhe
idos do modelo de regressão logísti
a quadráti
o,


om variável resposta polit�mi
a. Esta redução, juntamente 
om os resultados ob-

tidos, em termos de taxas de 
lassi�
ação, permitem 
on
luir que a o
orrên
ia de
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multi
olinearidade deixa de ser um problema e passa a ser elemento importante da

solução, pois a sua o
orrên
ia possibilita o uso de um 
onjunto reduzido de 
ompo-

nentes prin
ipais, a
arretando uma signi�
ativa redução do esforço 
omputa
ional

ne
essário à estimação dos parâmetros. Embora não tenha apresentado a mesma

e�
iên
ia que o MRLQ, o modelo quadráti
o 
om 
omponentes prin
ipais mostrou-

se mais e�
iente que o modelo 
lássi
o, 
om funções dis
riminantes lineares, o que

demonstra a sua viabilidade 
omo método de 
lassi�
ação. De a
ordo 
om [6℄,

quando usadas na 
lassi�
ação de óleos vegetais, as 
omponentes prin
ipais exigem

uma inspeção mais elaborada. Os resultados obtidos mostram que as 
omponentes

prin
ipais, em 
onjunto 
om o modelo logísti
o, podem ser utilizadas sem maiores

problemas na 
onstruição de modelos de apoio à tomada de de
isões.

O problema de
orrente da separação 
ompleta de grupos foi 
ontornado através

de uma generalização do modelo logísti
o o
ulto, possibilitando a estimação dos

parâmetros mesmo nas referidas 
ondições. A prin
ipal vantagem desta abordagem

é a 
apa
idade de en
ontrar valores �nitos para os estimadores de máxima verossi-

milhança, tanto para o modelo 
lássi
o, 
om funções dis
riminantes lineares, 
omo

para o modelo logísti
o quadráti
o. Uma vantagem adi
ional está no fato de não

haver maiores di�
uldades para a implementação 
omputa
ional. Com relação ao

desempenho, é possível 
on
luir, pelos exemplos apresentados, que o modelo logís-

ti
o quadráti
o, 
om estimadores obtidos a partir das 
omponentes prin
ipais das

variáveis explanatórias, mostrou-se um método 
on�ável para a análise e re
onhe-


imento estatísti
o de padrões, podendo apresentar melhores taxas de 
lassi�
ação

que o modelo 
lássi
o, 
om funções lineares.

Abstra
t. Many papers on logisti
 regression have only 
onsidered the logisti


regression model with linear dis
riminant fun
tions, but there are situations where

quadrati
 dis
riminant fun
tions are useful, and works better. However, the quadra-

ti
 logisti
 regression model involves the estimation of a great number of unknown

parameters, and this leads to 
omputational di�
ulties when there are a great

number of independent variables. This paper proposes to use a set of prin
ipal


omponents of the explanatory variables, in order to redu
e the dimensions in the

problem, with 
ontinuous independent variables, and the 
omputational 
osts for

the parameter estimation in polytomous quadrati
 logisti
 regression, without loss

of a

ura
y. Examples on datasets taken from the literature show that the quadra-

ti
 logisti
 regression model, with prin
ipal 
omponents, is feasible and, generally,

works better than the 
lassi
al logisti
 regression model with linear dis
riminant

fun
tions, in terms of 
orre
t 
lassi�
ation rates.

Keywords. Polytomous logisti
 regression, quadrati
 logisti
 regression, prin
ipal


omponents analysis.
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