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Resumo. Nesse artigo sera apresentada uma formulagdo de termodinamica esten-
dida para materiais viscoelasticos com conducao de calor. O requerimento da inva-
riancia Galileana sobre as equagoes de balango e o principio de entropia conduzem a
introducao de multiplicadores de Lagrange, que estabelecem equagoes constitutivas
para os fluxos. Uma condigao de hiperbolicidade do sistema de equagoes é obtido
por meio da concavidade da densidade de entropia.

1. Introducao

A termodindmica estendida é uma teoria que complementa as leis usuais de conser-
vagao de massa, momento e energia, empregadas na termodindmica classica, com
um conjunto de equagoes de balango adicionais que envolvem o fluxo de calor. Em
um total de 13 equagoes de balanco sao determinados 13 momentos: densidade,
velocidade, tensor tensao e fluxo de calor [9], [12].

A termodinamica estendida tem sido aplicada a gases [3], [11], [12], assim como
fluidos [10], [13] e solidos viscoelasticos [6],][7],[8]. Em particular, Vignatti e Liu [13]
consideraram a energia como um campo independente e aumentaram a equagao da
energia total, resultando em um sistema de 14 equagoes de balanco. O requerimento
da invariancia Galileana sobre o sistema de equagoes implica na decomposicao dos
momentos e fluxos como produtos de duas fungdes em que uma delas independe do
campo velocidade [9], [15].

Este artigo da continuidade ao trabalho apresentado em [13], seguindo o proce-
dimento nas referéncias ali citadas. A diferenca significativa do artigo [13] para este
esta na inclusdo da equagao (3.2), o que caracteriza a teoria para sélidos. Admitindo
a concavidade da densidade entropia, foi possivel mostrar a positividade do calor
especifico, a volume constante.

Sera usada a mesma notagao indicial utilizada em [13]. Em particular Ag;) =
3(Asj + Aj;) e o simbolo () indica a simetrizagdo sem trago Ay = Agij) — 3 Ass0ij.
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2. Equacoes de Balanco

As leis de conservagao de massa, momento e energia em um sistema de coordenadas
espaciais (x;,t) relativo a um referencial inercial, podem ser escritas como

% dovg
ot oxy, o
dov; 0 B
5 Tu(gvlvk —Ti) =0, (2.1)
9oe

0
— — ;T =0,
5t + pr (oevi — viTir + qr)

onde g é a densidade de massa, v; a velocidade, T}, o tensor tensao de Cauchy, g
o fluxo de energia, e = (v2/2 + ¢€) ¢ a energia total especifica e € a energia interna
especifica.

A fim de obter um modelo matematico hiperbolico para materiais viscoelasticos
com conducao de calor sao acrescentadas as equacoes de balango

Ouy; 0
~2 4+ (ui;vn + Gign) = Py,
ot oxy, (2.2)
3%‘1‘3‘ .

0
5 T T%(Uiijvk + Giijk) = Puj,

para os momentos u;j, U;i;, seus fluxos Gyjx, Gijr € producoes Pj; e Py;. Estas
equacgoes sao acrescentadas para ser construida uma teoria estendida de 14 momen-
tos para materiais viscoelasticos com conducao de calor, por exemplo sélidos. Ao
contrario das teorias ordinérias a inclusdo das equagdes (2.2) para u;; € u;; sao
particulares da teoria estendida. Elas nao sao leis de conservacao devido & presenca
dos termos de produgao F;; e P;;; no membro direito.

Analogamente a [13], as partes independentes da velocidade, conhecidas como
partes internas dos momentos u;; e u;;; serao denotadas por g;; e gi;;, dos fluxos
Gijr e Giijk POT Dij € Diiji das produgdes P;; e Py;; por m;; e T;i5, respectivamente.

Motivado pela teoria cinética de gases, os termos usj;, Gijk, Pij, Wiij, Giigk, Piij
serao admitidos simétricos nos indices 4, j. Serd admitido ainda que mg = 0,7; =0
e que as quantidades 9ij, pij = —Tij, Dijk, Tij, Piik, Piijk, Tiij assim como o, €, Tig,
qi sao quantidades objetivas.

O requerimento da invaridncia Galileana implica na dependéncia explicita da
velocidade v;[15] (para mais detalhes, ver [12]), e portanto o sistema (2.1) e (2.2)
pode ser escrito no sistema de coordenadas materiais como
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ox = 0,
., Obia
O0xVi + X, 0,
. 0G,
et oy, = O (2.3)
. Gija
Uiy + oX., = 0xTij,
: 9G.ija
Ui + X, OrTiij + 30kV(iTijy,
onde A
Ujj = Ok0ij T OxViVj,
Uiij = 0k0Qiij T 30k0(iiVj) T+ 0kViVV5,
Ga = o + Vibia, (2.4)

Gijo = Pijor + Vibja + VjPiars
Giijk = Diijk + 30viDj)k + 3v(iDij)ks
O sistema (2.3) é equivalente ao sistema de equagoes de balanco consistindo de (2.1)
e (2.2). O tensor T;, = —pia € 0 tensor tensdo Piola-Kirchoff e g, ¢ algumas vezes
chamado por fluxo de energia material.
Para materiais viscoelasticos, um estado pode ser caracterizado pelos seguintes
campos termodindmicos:

F;, gradiente de deformacao,

v; velocidade,

€ energia interna especifica, (2.5)
T;; tensor tensao,

g; fluxo de calor.

Obviamente, o gradiente de deformacao esta sendo considerado no lugar da densi-
dade, como um campo termodindmico para que os solidos possam ser incluidos na
teoria.

O sistema (2.3) deve ser completado por relagdes constitutivas que em termodi-
namicas estendidas sao assumidas serem locais e instantaneas.

Equagoes constitutivas nao sao inteiramente arbitrarias. Elas estao restritas por
um principio fisico universal e, em particular o principio de entropia e objetividade
material. Mais a frente serd imposta uma condigao de hiperbolicidade.

3. Principio de Entropia

O principio de entropia estabelece que para todo processo termodindmico a inequa-
¢ao de entropia deve ser valida

od,,

9% _ 3.1
e 0. (3.1)

S

Y

ox1 +
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Esta também esta escrita no sistema de coordenadas materiais e similarmente
¢ introduzido &, = (gﬁ/g)<I>KFojkl, onde &, é o fluxo de entropia. Além disso,
a funcao 7 é admitida ser concava nas varidveis-campo bésicas e tanto 1 quanto
O = (91, Dy, P3) sdo admitidas ser objetivas. A producdo de entropia s é uma
quantidade nao negativa.

Observe que os campos Fy, e vs; nao sao inteiramente independentes. De acordo
com suas definigoes, eles estao relacionados pela seguinte identidade

s (3.2)

Fsa - -
0Xo

Observe ainda que a primeira equagao de (2.3), 9, = 0, meramente afirma que g, é
um campo independente do tempo. Juntando as outras equagoes de (2.3) com (3.2)
obtém-se um sistema que pode ser escrito na forma

Aab}/b + Ba =0.

Isto e a objetividade de 7 e D, implicam na existéncia de multiplicadores de
Lagrange [5] Aig, A, Aij, Aj, A; tais que

dn = MNgpdFig + Ade + Apidor + Nidopri,
0= A;+ 3)\(i@rr)a
d(i)a = Adgo + Nidpia + Nijdpija + NjdDiija, (3.3)
0= —0klia + APia + 2MijPja + 3A(Dij)a
= 0Ok (Arlﬂ'rl + )\lTrrrl) Z 0.

4. Equilibrio

O equilibrio é definido como um processo termodindmico sem produgao de entropia.
De acordo com [13], temos que a condigdo necessaria para o minimo da produgao
de entropia implica que

Os Os

0= |E = 0xMij| B, 0= B |E = oxAjlE- (4.1)

67@5

Tanto |g quanto o indice o denotardo a avaliacdo no equilibrio. De (3.3)s tem-se
Aile =0.
Avalie a relagao (3.3); no equilibrio e use (3.3)4 para ter

1

d77|E e /\i5|EdFi5 + A|Ed&‘ = A|E <d€ + Q—ﬁfﬁdﬂﬁ) . (42)

Comparando com a relagao de Gibbs[14]

1 1 .,
d’l]o = 5 dE + apZBdEB N (43)
para materiais elasticos, decorrente da teoria ordinéria [9], tem-se as identificagoes
1

Alp =+ (4.4)

9 )
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onde 6 é a temperatura. Por (3.3)4
1
Xigle = —Pis- .

Cada um dos termos, definidos abaixo,

1 1
Ac= A- g f = )\i - A? )
: 6 g7 T gl (4.6)

Sij = ﬁ?j _ﬁija Qe = Oss — st|E7

se anula no equilibrio e A, Afﬂ herdarao o nome de multiplicadores de Lagrange.

Analogamente a [13], a funcao
1= Nij) 00z + Ajeiig — 1, (4.7)
e a conjugada do fluxo de entropia o
. = Adr 4+ Nibir + NijDij + NjDiijr — P, (4.8)

satisfazem

R Oe 6770 1 ast|E
dn = Aj AE— _Arr sz
g ( A oEs T ar, T3 0k, A

de  Ono

1
+ (Aa% + W + gAT"I‘

6@55 |E
00

1
) de + gArran + Q(ij>dA<ij> + 0iijd);,

. 1. ) . . 1, .
ddy = —9—2%659 + QrdAe + PikdN; + PrijypdA iz + gpiidejj + DiijrdN;.
(4.9)
e assumindo que gc, Ac, Aj; Az, Ajj e Aj sao quantidades de ordem 1, obtem-se

(veja [9]),

=10+ kooe + hiAjA; + halj Ay + h30? + o(3),
P = adp + BAL + a1 A + b1 AAg + agAUﬂ-))\i + bgA(ki>Ai (4.10)
+azMii Ak + b3AiiAg + o(3),

onde os coeficientes g, ko, I, @, 8, n, by, sdo funcgdes de (Fig, ). A notagdo o(n)
representa termos de ordem maior ou igual a n nas quantidades A, Aj, Agjy, Ay

(§] )‘j-
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5. Equacoes Constitutivas de Primeira Ordem
Comparando (4.9) com (4.10); obtem-se as expressoes
0iij = 2h1A; +0(2),
%AM = ko + 2hz0- + 0(2),

04ijy = 2h2A ;5 +0(2),

(5.1)
65 1 aQSS|E o 8k0
Aggt3hr—as = g to?)
Oe 1 8QSS|E 8/€
I YR W _ o2
6t hor, T3V ok, aFlﬂg +0(2),

para os multiplicadores de Lagrange. A equagédo (5.1)9 avaliada no equilibrio revela
que kg = 0, e como conseqiiéncia

A. = —2cghsp: + 0(2),
85 8QSS|E (52)
Ay = - 2h 2
i3 ((’“)che aEB 3QE+0( )a
9e\ " Dossl
onde, cg = (%> 5; £ Usando (3.3)2 encontra-se
A = 2slE L), (5.3)
6 hl JJ

Comparando (4.9) com (4.10)2 obtem-se as expressoes

lae 90, OB
2% = 5™ 9g
dx a1 A + b1k + 0(2),

Pik = Bk + b1Ai + baA sy + b3A 05 4 0(2),

-7 Ak +0(2),

Pljyk = 20, \j) + b20g i jy + 0(2), (5.4)
zl))p”k = ag; + bsAx + 0(2),
Piijk = (4 a1Ae) O + agA gy + azNiid; + o(2),

0= 0%y _ Oa A + 08 A +0(2),

0F  0F; " 0F,

para os fluxos. Ja é sabido, (4.6); e (4.1)1, que os multiplicadores de Lagrange
Ac, Ayj se anulam no equilibrio. Logo

Pix =PBoik e B =P (5.5)
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As duas primeiras equagoes de (5.4), implicam

1 a5 op R 5
— g2k = (% 3st|an> A +0(2) e ¢p= (al - ggsleb1> Ak +0(2).

Substituindo uma na outra, tem-se

Ou 5 ap

= 6EB 3QSS|E6F (56)

O trago e a parte simetrizada sem trago da equagao (3.3)4, fornecerdo relagoes
de interesse. Ao calcular a simetrizacdo sem traco de cada um dos membros de
(3.3)4, sera obtida a equacao

0= —orAmy + Abgr) + 2A;6Pryj + 2D As + Pjini - (5.7)
A parte linear do trago de (3.3)4 reduz-se a
1

Ok + (Cg — 2)[3 = 5(3()3 — Cgbl). (58)

Em (4.6) foi definido o tensor S'ij, mais conhecido como tensor viscoso. A partir

L . 1, L ~
deste tensor, é definida a pressdo dindmica pg = —=Ski. E evidente que a pressao

dindmica herda do tensor viscoso a propriedade de se anular no equilibrio. Por

pij = (B+pa)dij — g(ij)a (5.9)
e as relagoes (5.4)3, (5.1)23, (5.2)1 tem-se que

5 0
Pd = (3()3 — 0951)2]7,3@5 + 0(2), S(ij> = —2—h2(

Ok — Qﬁ)gm) +0(2). (510)
H4 ainda, mais uma equagio a ser obtida usando as representagoes (4.10) de 7

e &y, somente até segunda ordem. A saber, a equagao c escrita mediante termos de

segunda ordem que, pela independéncia linear dos tensores o) € dx;, implica

i 8@2 5 | (%2 _4 66 -0
3Fm st EaF 8Fzﬁ — Y
5 8ﬁ 8@1 5 (%1 6(13 5 6b3
- 2coh ss h S$ =0
30F, " (8Fi5 30155E, ) ~s\ 5, ~3%l#5E,
(5.11)
Em resumo, as equagoes constitutivas para os fluxos sao
Ay
Ik = 57— 0ii 2),
qk oh, 2k +0(2)
D= (B+pa)dir — Stiny»
A, (5.12)

R As
Pijk = 2_h1.an(16J>k + 2—hlgnnk5ij + 0(2)7

R a
PDiijk = oz5kj + (3a3 — Cea1)2h3Q55kj + 2—h229<kj> + 0(2),
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com
b da 5 )]

A= a; — = 0ss|Eb, A = —p2 (2 .
4i—3e | 1 (89 30 |E69)
da 5 B

0= 8Eﬁ _Q55|E8F,B Pd = (3b3_c‘9b1)2h396+0(2),

(5.13)
Oe ast|E A 0

“- <%> o0 S = ~gm(es =200 +ol2),
1Ao

8= gpssa by = (0. —2pB)0.

6. Producao de Entropia

Foi visto na Segao 4 que a producao de entropia s € minima no estado de equilibrio.
Além da condigao (4.1), para que s seja minima no equilibrio, é exigido também
que
0?s
0X40Xp .

onde X4 ¢ da forma (A, Ac, Aij, Aj).

As fungbes m;; e m;;; dependem de (Mg, A, Ajj, \;) e conseqiientemente, depen-
dem de (A ,Ae, Aij, A;). Portanto as representagoes lineares de m;; e my;; sdo dadas
por

>0, (6.1)

mij = Tl +12AS; +r3A0i; + 0(2), (6.2)
Tiij = TA‘ + O( ) ’
onde 1, 72,73 e T sao funcoes de (Fj;,0). Entao a expressao (3.3)s para a producao

de entropia torna-se
S = 0k (T‘lAiinj + T‘zAfin]‘ +r3A ANy + T)\j)\j) +0(3). (6.3)
A inequacao (6.1) é agora rescrita como

0?%s
w - m w = 2T2AijA§j + 2T3A“‘A5 + 2T1Aiinj + 27)\p/\p Z O,

para todo vetor w = (Afj,Ag, Aij, Ap). Particularizamos os vetores w e obtivemos
restrigoes sobre os coeficientes 11, 72, r3 € 7. De fato, fizemos somente A5 nao
nulo e obtivemos r; > 0. Fizemos somente A\; nao nulo e obtivemos 7 > 0 e por
altimo, tomamos w cujas coordenadas A\, = 0 para p =1,2,3, Ay =0 para k # [,
e concluimos que

27‘2A”A + 2rsA;;A: >0,

. B . .
para todo Aj;, AS; e A.. Fizemos A, = 0 e obtivemos r; = 0 e por conseguinte que
r3 = 0.

Da invertibilidade de ;; na variavel A;;, e de m;; na variavel \;, tem-se

rn>0 e 7>0. (6.4)
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7. Concavidade da Densidade de Entropia

Uma condigao suficiente para que o sistema (2.1) e (2.2) seja hiperbolico é h(u) ser
uma fungao concava [10]. Isto ocorrera se, e somente se

SA-8U <0 para todas as variagdes A, 6U,
onde A = (6(0xAsa), 0As, 08, 585, 6);) € U = (6 Fsa, 6(0vs), (0€), duij, Susij).

Por se tratar de uma forma quadratica, e supondo 9, = 0 e detF > 0, a
expressao SA-dué posta na forma w-Aw onde w = (6Fy;, 66, 60, dvk, 001y, 00ssk) €
A é uma matriz negativa definida composta de blocos e coeficientes Cjjrs, Cy, vy , Coo-

Da relagdo de Gibbs (4.3), tira-se

8770 1 0e 8770 Oe 1 ~
— = 0 = —po. 1
00 — 606  °© oF, ~ oF, | o.0u (7.1)
Pela expressao de cg, tem-se que
Oe o ast|E

E sabido que uma matriz negativa definida possui os coeficientes da diagonal
negativos. Portanto,

Cijrs <0 para i=j=r=35, Cpg <0, Cy,q, <0 para i =%k, e h; <O0.

(7.3)
Em particular,
opY. 9] 62
8§TJSZHCijTS|E<O para i=j=r=3s e 8—Z=—ECQQ|E>O.
(7.4)
A relagao (7.4)2 juntamente com a (7.1); implicam que
o
Rl 7.5
50 > 0 (7.5)
além de mostrar que o calor especifico ¢, = % a volume constante, é positivo.

00

8. Conclusao

Esse trabalho, feito para materiais viscoelasticos, € uma ampliacdo do trabalho
feito em [13] feito para fluidos. Pelo fato do esperado ter ocorrido, ou seja, obter
os resultados (5.12), (6.4) e (7.5) com similaridade aos obtidos em [13], ficamos
satisfeitos com os resultados. Aqui, a originalidade é, no minimo, a mesma que
em [13], ou seja, com um menor ntmero de variaveis, foram obtidos os resultados
em (5.12), (5.13). Uma extensdo direta desse trabalho seria usar os termos de
ordem 3 para a densidade e fluxos de entropia em (4.10) e uma outra extensao seria
encontrar um sistema de equagoes diferenciais parciais quase-linear para um sé6lido
com conducao de calor.
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9.

Apéndice

A matriz A da segdo 7 é igual a

Vignatti e I-Shih Liu

[ [Cijrsloxo  [Cijolox1 [Cijocloxt [Ciju,loxs [Dijrsloxo [Dijiloxs
[Cijolixe  [Coolix1 [Cooelix1 [Couyl1x3 [Coki]ixo [Corlixs
2
[Cijéa]?XQ [0995]?x1 0 [—e :f;llllk]lx3 [0l1x9 [0)1x3
2 i 9
[Cijvk]gxg [Ceyi]ngl [~eo ;’,ill’“]ngl [Cuvvy]axs [—QQ{}—Lnlltsik]sxg [Q%]st
[Dijrslaxs  [Cortloxa [Olox1 [*9927}[{1 Sikloxs [0loxs [QZ_T(;H]QXIS
[Dijk]3T><9 [Cek]:q;xl [0]3x1 [Q—Ugi:lk]sxs [%5il]gxg ﬁldsxs
onde os seus coeficientes desconhecidos sao apresentados abaixo:
o 1 9pY; N ,0hs o 1 Ohsy e deg . Ohs
ijrs = = k| 25=—0e0ij — =5 =05 | —2—— k c
I 0oF.. ' \"8F. 7 " 22 F,, ¢ detF o \or,; T R,
9 e Ocy ha + Ohs Oh1 Oonn|E
L9, %% o) - 2 o ZnnlE
2or.. ¢ \orm; T oF,; ") T 32 FOBF,, ToF,
VUV Ohq Ohs O(kl) Ohg dcy Ohs
= O i — v (2 - b TR ha
+u; h? o LaFTs 'Uk( Qe OF,. 2h§ OF,. + vioe 38FTS + co OF,.
1, Oennle | _ox -1
3hy M TOF., (detF 9t
-0
EO0k 1 dcy Ohs 1 apij Oe EO0k 1
Cijo = — ” ey ) — o 0 _ -
e det 7t 95(89 st 25) Y22 |90 P9 %, " detr i
i Ohs s 1 Ohs Oe Ocy 4 Ohs
w | =7 0e0ij — —5 —=—03ij) | — 0= — —c
e\ 90 %% T anZ o0 2 ) T Cee% \ B, T oy,
e dco N Ohs 0 Oh1 Oonn|E
2= o¢o ohs __2, Ienn|E
Q(?Fij Qe 90 3 90 6 3h? kOllk aFij
v Ve Vg 6h1 8}7,3 Vi ahg 809 6h3 vl
L) kR — 19, 3 _F -2 ha—2 -3 L
+ 3 12 Onnl 5y 0s g Ut + 2h2 2kl 5g +UzQa( 3759 + co 20 ) + 72
1 Oonn|E Ox -1
3h, 2P T 90 (detF AT
c hso % on hs + 20.v.hs + 2cohs + — O _pt
ijoe = wh3di; — cohsz — | ecoha vsVsh c — —_ ",
Jjoe 4 30ij QaFij 013 ECohng 3 0n3 6h1 Okkl det o 94
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1 1 vy v VE U]
Cijuy, = 5 |V 2cgochs — 5) " Rp o — 4hgvioe + 2y 2k + Ty o
_5onn|E Or po1 UKL Ohi 4 o  OgsslE
6 hy th det Ji Qh% Qnnl BFij 6 hy Qutk BFij ’
Ox 1 1 Vs Ok -1 4 Oh1
Diirs = ——8,10s; — — Vs —— + — 011r Fol'— ——vous—0,
ijrs ah, Orids 3 (vws 2hs + T ou ) dot i %%vy ou oF,
1 o 1 o Oonn|E 4 Ohi
Diji = — 20010 — 2 — Fil+ —— - ok
ik (ouk 101k — Vs Qi + 2V1V VL) T deF Ghl'Uk OF,, e ok oF;,;
c o Oe Oe Ocy ha 4+ Ohs 0 Ohy Ooss|E
= ——=— —20— — ——cCo | — =5 VrOlr—— ,
00 0200 %80 \ a0 " T80 ) " 32" o0 " o0
Oe
Cooe = *Q%C(ﬂlsy
c BRI Ohi zﬁg Ognn|E
6v), —2hf nnl 50" 3 nnk a0
14 Oh
Cor1 = 7mvk9nnl%7
co - e Oosslm e 0 Ohy
ok 6hy 00 anz " Tap
Coiv, = |2 4 20h30e (co +2)| 6in + =2
vivg — I ehsee (Co ik %Q@k)-
ferénci
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