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RESUMO. Este trabalho trata da aplicacdo de um método de elementos finitos descontinuo hibridizado,
combinado com aproximacdes de diferencas finitas para a varidvel temporal, visando a solucdo de proble-
mas parabdlicos. Tal proposta foi desenhada considerando-se uma aproximacao espacial descontinua entre
os elementos, com a continuidade ao longo das interfaces imposta fracamente através do uso de um multi-
plicador de Lagrange. A precisao e eficiéncia da metodologia, quando comparada a aproximagdes espaciais
usuais, por exemplo, o método de Galerkin continuo, sio comprovadas pelas taxas de convergénciaexibidas.
Além disso, demonstra-se que é possivel eliminar oscilagdes espurias associadas a discretizagdes espaciais
usualmente obtidas com formula¢des continuas convencionais em problemas de condugio de calor.
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1 INTRODUCAO

Problemas parabdlicos tém sido exaustivamente estudados sob os pontos de vista matematico e
computacional. O método de Galerkin cléssico, o qual é usualmente definido de maneira que
a aproximacdo espacial seja continua entre os elementos da discretizacdo, € bastante empre-
gado para resolver numericamente essa classe de problemas. Contudo, a aplicacio desse método,
quando combinado com aproximagdes por diferencas finitas na discretizacdo da varidvel tempo-
ral, comumente denotado por metodologia semidiscreta usual, pode resultar no aparecimento de
oscilacdes espurias nos tempos iniciais [7].

Neste trabalho € proposto um método hibrido de elementos finitos, combinado com esquemas
de diferencgas finitas na integracdo temporal, visando resolver numericamente problemas pa-
rabdlicos bi-dimensionais. Métodos hibridos de elementos finitos e de Galerkin Descontinuo
(GD) [9] estao relacionados pelo uso de aproximacdes que utilizam funcdes localmente defini-
das (espago de fungdes quebradas). Diferentemente dos métodos de GD, os métodos hibridos sao
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resolvidos em nivel de elemento e as variaveis locais sdo eliminadas em favor do multiplicador de
Lagrange, definido nas interfaces dos elementos. Consequentemente, o sistema global resultante
€ montado a partir dos graus de liberdade associados ao multiplicador de Lagrange, reduzindo as-
sim o seu custo computacional e, principalmente, a sua complexidade computacional, tornando-
se semelhante aos métodos de elementos finitos continuos. Serd analisada a combinagdo de um
método hibridizado de elementos finitos com esquemas explicitos, semi-implicitos e totalmente
implicitos de diferencas finitas, aplicados na integragcdo temporal. Essas op¢des serdo compara-
das entre si em relag@io ao custo computacional e a precisdo (taxas de convergéncia). Finalmente,
serd mostrado que a formulacio hibrida é apropriada para tratar as oscilacdes espurias causadas
por aproximagdes espaciais continuas, como a metodologia semi-discreta acima mencionada.

Uma andlise de erro completa, exibindo as propriedades de estabilidade, consisténcia, existéncia
e unicidade de solucdo para o método hibrido aqui introduzido, assim como um estudo justifi-
cando os resultados obtidos em relacdo a sua robustez (eliminacdo das oscila¢des espurias) serdo
tratadas em um trabalho futuro.

2 A FORMULACAO VARIACIONAL HiBRIDA

Para introduzir a metodologia numérica proposta escolhe-se um problema parabdlico classico,
que modela a conducao de calor/temperatura (#) em um dominio Q C Rz, paraum tempo 7" > 0,
descrito pelas seguintes equagdes:

Problema Global (PG): Encontrar u : Q x [0, T] — R tal que:

9

—M—Au:f em Q x [0, T]

ot

ulx,y, 1) =0 sobre 9Q x [0, T (2.1

ux,y,0) =uplx,y) em 2,

com f eup(x, y) fungdes conhecidas, suficientemente regulares. Portanto, inicia-se com a nogao
de espacos das funcdes quebradas, os quais sao usualmente utilizados nas defini¢des de métodos
de Galerkin Descontinuos [1, 2, 9]. Esses espacos dependem fortemente da particao/discretiza-
¢@o do dominio, como serd visto a seguir. Considera-se entdo T, uma familia regular de elemen-
tos K compondo uma parti¢io do dominio 2 C R?, sendo K um tridangulo ou um quadrilatero
(ou qualquer um outro tipo de forma). Denotando por dK o conjunto das arestas do elemento
K, seja Ej, o conjunto das arestas/lados (inclusive nas fronteiras) de todos os elementos K da
parti¢do/malha/familia T, onde h é o diAmetro méaximo do elemento. Além disso, seja .’E,? o
conjunto das arestas internas da particdo e £ ¥ =F,NoQ o0 conjunto de todas as arestas de £,
sobre a fronteira de 2. Se e € uma aresta compartilhada por dois elementos vizinhos K| e K>
entdo, para uma fungdo escalar ¢ e uma fungdo vetorial v, suaves por partes em 7Ty, definem-se
médias e saltos, respectivamente, por

1
(0} =5 (¢‘ +¢)2), [el =¢'n' +¢™n®> emeecT); e

2

Lran, 2 101 2 0
{V}:E(V +v),[[v]]:vn +vn eme € Ey,
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com n! e n? os vetores normais unitdrios, apontados para o exterior dos elementos Ki e K».

Desse modo, define-se o problema local, em nivel de cada elemento K € T}, do seguinte modo:

Problema Local (PL): Para cadar € (0, T] e x € K encontrar u(x, t), tal que:

ou

o Au=f em K

[Vule =0 Ve € E 22)
[«l. =0 Ve € Iy,

u(x, y,0) =uo(x, y) em K.

O problema (2.2) caracteriza o método proposto como sendo descontinuo entre os elementos K
da parti¢do Ty, E imediato verificar que os problemas (2.1) e (2.2) sdo equivalentes [2].

A seguir apresenta-se uma fomulac@o variacional hibrida para (2.2). Multiplicando (2.2); por
uma fungdo v € V|, onde V = H*(T) = {v € L*(Q), v|lg € H*(K)} e V|, = H*(K), e
integrando por partes no dominio K, obtém-se a forma fraca local:

(a—u, v) + (Vu, Vu)g — f Vu -nvds = (f,v)k. 2.3)
at K K

O dltimo termo do lado esquerdo da equacgdo (2.3) surge naturalmente da integracdo por partes e
assegura a consisténcia do método. Seguindo as idéias de Nitsche [8] e Babuska [3] acrescenta-se
a equacdo (2.3) um termo de simetrizacdo e um termo de estabilizag¢@o, que garantem, respecti-
vamente, as propriedades de consisténcia adjunta e estabilidade. Deste modo, a identidade (2.3)
é reescrita como:

0
(—u, v) + (Vu, Vu)g — f Vu -nvds
at K K

2.4)
—f (u—A)Vv~nds+f B —Mvds = (f,v)k, Yve V|
0K K

sendo B um parametro de estabilizacdo, a ser definido posteriormente, e A o multiplicador de
Lagrange, associado ao trago de u nas arestas e,com A € M = {u € Lz(e), Ve € .’E,?}. Logo, 1
€ aqui tratado como uma variavel independente, sendo calculado em nivel de cada aresta.

Como o problema (2.4) contém as incognitas u e A para torna-lo possivel de resoluc@o acrescenta-
se, ainda, a seguinte equacdo, associada ao multiplicador X, resultante da imposi¢do de forma
fraca das condicoes de interface [u]l = 0 e [Vu], = 0, a saber:

Z U Vu - npds +f B(r — u)uds] =0, VueM. (2.5)
X 0K 0K
Portanto, tem-se, associado ao problema local (PL), a seguinte

Formulacao Variacional Hibrida (FVH1): Para cada ¢t € (0, T], encontrar u(t) € Vel e M
satisfazendo as equagdes (2.4) e (2.5), com B8 = Bo/ h, Bo > 0, constante.
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Observa-se que FHV1 encontra-se no contexto das formulagdes hibridizadas pois a variavel u
€ calculada em nivel (local) do elemento K, enquanto que o valor do multiplicador A obtém-se
globalmente. E ainda conveniente escrever o problema fazendo uso da terminologia dos métodos
de Galerkin Descontinuos (GD). Para isso, sao levadas em conta as identidades apresentadas em
Arnold et all [1], a equac@o (2.5), o fato que u € a solucdo de (2.2) e A € descontinuo, resultando
em uma nova expressdo para a formulagdo variacional hibrida de PL, ou seja:

Formulacao Variacional Hibrida (FVH2): Para cada ¢ € (0, T], encontrar u(t) e Vel e M

tal que:
ou
Z{ (—,v) + (Vu, Vu)g —f Vu ~nvds}
X ot K 9K
—Z{—f vU.n(u—,\)derf ﬁ(u—,\)vds} =Z(f,v),<,
X K K X

1
paratodov € V,onde A = {u} — ﬁ[[Vu]].

(2.6)

3 APROXIMA(;()ES POR DIFERENCAS FINITAS NO TEMPO

Nesta se¢@o, sdo empregados os métodos de Euler explicito e implicito (diferencas finitas) na
aproximacdo do termo da derivada temporal de FVH2 (e FVH1). Portanto, define-se uma
particdo do intervalo [0, T] dadapor I = {ty) = 0,¢1,--- ,ty = T}, com At = t,41 —t, O
tamanho do intervalo de tempo e denota-se u(t") = u".

Formulacao Hibridizada Evolutiva (FHE): Para cada K € T, en =0, ..., N — 1, encontrar
@™, A" € Vi, x M, tal que:

un+]_un

— = v) +alu v = fw) —b (A v), VYveV,

A[ |K
K

3.D

1
e e R A

com as formas bilineares a(u, v), b(A, v) e a forma linear f(v) dadas por:

a(u,v) = (Vu,Vo)g —f Vu - nvds —/ Vv - nvds +/ Buvds, (3.2)
0K 0K 0K

b(r,v) = f Vv~n)»ds—/ BAvds, 3.3)
0K 0K

()

(f;v)k. (34

No célculo do multiplicador de Lagrange A utiliza-se o0 método SOR (Successive Over Relaxa-
tion), ou seja, considera-se
A =1 = o)A + o] (3.5)

aux ’

sendo w o parametro de relaxacdo, o qual acelera o processo de obtenc@o da solucdo aproximada.
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Visando melhorar a precisdao da evolug@o temporal e a aproximagdo do multiplicador A, foram
propostos dois algoritmos iterativos, conforme descritos a seguir. O primeiro calcula, a cada
passo de tempon + 1,n = 1,..., N, o termo de estabilizacdo na iteracio k, k = 1,2, ..., da
seguinte forma:

Formulacao Hibridizada Penalti Semi-implicito (FHPSI): Para cada K € T, en =0, ...,
N — 1, encontrar (u”“,)»”“) € V| X M, tal que:

un+],k+] —u
— v| +a (u”“’kﬂ , v) = f()—> (A”H’k, v) ,
K

3.6)
1
M = [ et

para todo v € V|, com A" AT — (1 —)p 1k gpp LD Considerando 7ol > 0 um valor

para a tolerancia, a convergéncia do multiplicador € entdo verificada através de:

<tol = sl gLkl G.7

1 1 1
Z \/()»Z,tm}ck+ —apthhy2 wtt = Lk

(}Ln+],k+] )2

eefg e,aux

No segundo algoritmo tem-se, no termo de estabilizacio, a temperatura u e o multiplicador de
Lagrange A obtidos de forma explicita. Desse modo, 1é-se:

Formulacao Hibridizada Penalti Explicito (FHPE): Paracada K € T,en =0,..., N — 1,
encontrar ("1, A" € V|, x M, tal que:

un+],k+] —u
— v| +a (u”“’kﬂ , v) = f()—> ()»”H’k, v) — Buvds,
K

oK (3.8)
AL {un+],k+] } _ 1wy,
2p
para todo v € V|, e a forma bilinear a(u, v) definida por:
a(u,v) = (Vu,Vv)g —f Vu -nvds — f Vv - nuds. 3.9)
0K K

Um breve estudo comparativo entre as metodologias FHE, FHPSI e FHPE, com relacdo a
variacdo dos parametros e eficiéncia, serd apresentado na Secdo 5, Resultados Computacionais.

Buscando ainda melhorar a precisdo da evolucdo temporal e o custo computacional é agora pro-
posta uma formulag¢do totalmente implicita, isto €, uma aproximac@o em que as varidveis u e
A sd@o calculadas na mesma iteracdo, sem a necessidade da utilizacdo de um processo iterativo.
Desse modo, define-se a

Tend. Mat. Apl. Comput., 14, N. 3 (2013)
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Formulacao Hibridizada Totalmente Implicita (FHTI): Para cada K € T, en = 0, ...,
N — 1, encontrar (u"*!, A"y € V|, x M, tal que:

@™ v)k + At [a (u”“, v) b (/\”“, v)] — Atf) + @', vk, Vv eV,

Z [/ Vit nuds +f BT — u”“)uds] =0, VueM.
aK 9K

K

(3.10)

Como serda demonstrado nos experimentos numéricos da proxima secdo, a FHTI apresenta me-
lhor desempenho, sob os pontos de vista numérico e computacional, em relacdo as demais
aproximacdes (FHPSI e FHPE), quando aplicada no célculo da solug¢do aproximada do pro-
blema de calor (2.1).

4 FORMULACAO HIBRIDA COMPLETAMENTE DISCRETA

Para a obtengdo de uma aproximacdo totalmente discreta emprega-se o método de elementos
finitos na discretizag@o espacial das formulag¢des introduzidas na se¢do anterior. Desse modo,
sao definidos os espagos de dimensao finita V), = {v), € LZ(Q); vk € P(K),VK € T} e
My ={un € Lz(e): Uhle € Pn(e), Ve € E,},onde Pi(K) e Py, (K) sdo conjuntos de polindmios
de grau [, se K ¢ um tridngulo ou um quadrilatero, e de grau menor ou igual a m sobre cada
aresta/lado e, respectivamente. Para ndo tornar o texto repetitivo, apresenta-se, a seguir, apenas a
forma totalmente discretizada da FHTI. As aproximagdes espaciais das outras formulagdes sao
obtidas de forma andloga.

Formulacao Hibridizada Completamente Discreta (FHCD): Paracada K € T en =0, ...,

+1 +1
n , )‘Z

N — 1, encontrar (u, ) € Vi, x M), tal que:

(MZ+] ,Up)k + At [a (uz+] , Uh) +b ()\2+] , Uh)] = At f(vp) + (MZ’ VK,

Z [f VMZ+] -nupds +f ﬁ(AZH — uzﬂ)uhds] =0,
IK aK

K

4.1

paratodo vy € Vi e up € My,

Observa-se que as formulacdes hibridizadas propostas aqui possuem a propriedade de conserva-
¢do sobre cada elemento K € T, herdadas dos métodos de GD [9]. De fato, fixado o elemento
K € T, devido a descontinuidade entre os elementos da particio é possivel escolher a funcio
vy, € V), tal que

oy = I, em K,_ 42)
0, VK #K,

e, deste modo, chegar ao resultado esperado a partir da equacao (4.1); tomando para isso g = 0,

n+1 n+1

ou seja, o termo adicional f _ Blu,, )d K € uma massa puramente numérica que € zero

K
se o valor do penalti for zero. Em geral, esta massa artificial pode ser exatamente calculada e
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extraida, se necessario [9]. Além disso, as formulag¢des hibridizadas, como a FHCD, apresen-
tam estabilidade independentes da escolha dos espacos de aproximacgdes (Vj, e Mj,), tanto para o
tipo do polindmio interpolante (polindmios de Lagrange, Legendre e outros) como para a ordem
(grau) de interpola¢do dos mesmos, podendo também as malhas serem tomadas estruturadas ou
ndo-estruturadas. Desse modo, notam-se importantes vantagens sobre alguns métodos usuais de
elementos finitos tais como os métodos mistos cldssicos [4, 5, 10], onde é exigido um compro-
metimento entre as escolhas dos espagos de aproximacao para que sejam asseguradas unicidade
e existéncia de solucdo.

Computacionalmente, a melhor op¢ao para resolver o sistema (4.1) € calcular primeiro a equagao
(4.1)1, em nivel de elemento, utilizando a técnica de condensagdo estatica, para obter u em ter-
mos de A. Em seguida, substituindo-se u na equagdo (4.1)2, resolve-se o sistema global (so-
mando as contribuicdes dos elementos) para A. Essa metodologia, tipica de elementos finitos
hibridizados, serd entdo empregada nos experimentos numéricos da préxima secao.

5 RESULTADOS COMPUTACIONAIS

Nas simulagdes numéricas do problema parabdlico (2.1), com condi¢io de contorno (Dirich-
let) homogénea e condicdo inicial u¢(x, y), foram empregadas malhas uniformes compostas por
quadrilateros com 4 x 4 = 16, 8 x 8 = 64, 16 x 16 = 256 e 32 x 32 = 1024 elementos,
na discretizagdo do dominio quadrado 2 = [0, 1] x [0, 1]. Utilizou-se interpolagdo lagrangia-
na bilinear para a temperatura u# e dois pontos de integracio nas arestas para o multiplicador A,
correspondendo a uma aproximacao linear.

5.1 Precisao das Formulacoes Propostas

Tomando f(x, y) = sin(fmx) sin(fry) no problema de calor (2.1) tem-se a condi¢do inicial
14 . .
up(x,y) = 20772 sin(fmx) sin(Ory) 5.1
cuja solugdo analitica/exata é dada pela seguinte expressao

(x, y, 1) = Y A PET sin(@7rx) sin(O7ry) (5.2)
ux,y, = 2027[2 2027[2 e X y). .

Logo, considerando-se uma malha de 16 x 16 elementos, At = 107% ¢ os parametros By = 6,
6 =1ey =0,001 observa-se na Figura | para w = 1 (esquerda) e @ = 2 (direita) (ver [6]) que
a FHE fornece resultados estdveis porém imprecisos (dependem fortemente da escolha de w).

Por outro lado, na Figura 2, com By = 6 e At = 10%ea solucdo (Exata) calculada para
y = 0,01 e & = 1, na figura da esquerda, conclui-se que a FHPSI recupera a precisdo da
evolucdo temporal. Além disso, na figura da direita, fixada uma malha com 16 x 16 elemen-
tos, independente da condicdo inicial verifica-se a convergéncia da formulacdo para a soluc@o
estaciondria do problema de calor (2.1). Todos esses resultados foram também obtidos para a
FHPSE.

Tend. Mat. Apl. Comput., 14, N. 3 (2013)
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Figura 1: Evolugdo temporal da temperatura u;, obtida com a FHE no ponto central (0,5; 0,5).
Solugdo exatacom y = 0,00led = lem (a) w = 1l eem (b) w = 2.

0.095 0.1
Exata A ¥=0.01 -
0.09 4x4 - 0.09 R
8x8 \
0.085 1616 - 008 fy
0.08 32x32 -- 0.07 |3,
0.075 0.06 |~
5 0.07 5 005
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t

(a) diferentes malhas

t

(b) diferentes condig¢des iniciais

Figura 2: Evolucao temporal da temperatura u;, obtida com a FHPSI no ponto central (0,5; 0,5).
Em (a), Exata com y = 0,01, 0 = 1 e diferentes malhas; em (b), malha 16 x 16 com 80 = 1 ¢
diferentes valores de y .

5.2 Custo Computacional e Analise de Convergéncia

Na Tabela 1 apresentam-se os tempos computacionais das metodologias propostas, consideran-
do-se as trés malhas 4 x 4 = 16, 8 x 8 = 64 e 16 x 16 = 256 . Os dados adotados sido
uo(x, y) = sin(zrx)sin(ry)/n> (y = 2 e 6 = 1 na equacio (5.1)), fo = 12, tol = 10719,
At =10"%en =150 para a condicdo inicial de (2.1), o parAmetro de estabilizacao, a tolerancia,
o passo de tempo e o nimero de iteragdes, respectivamente. A convergéncia é alcangada em,
no maximo, 6 iteracdes. Entre cada passo de tempo tem-se uma média de 4 iteracdes tanto
para a FHPSI quanto para a FHPE. De acordo com os resultados da Tabela 1 conclui-se que a
FHTI (ou FHCD) fornece os melhores resultados ja que nao ha necessidade de iteracdes nessa
formulag@o. Portanto, a FHTI (ou FHCD) serd empregada na obteng@o da solug@o aproximada
(up) nas simulacdes analisadas nesta secao.

Tend. Mat. Apl. Comput., 14, N. 3 (2013)
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Tabela 1: Tempo computacional em segundos

Numero de elementos
Método 4 x4 8§ x 8 16 x 16
FHPSI 0,278 1,423 5,711
FHPE 0,282 1,407 5,074
FHTI 0,199 0,796 3,027

A seguir, considerando-se os dados numéricos do estudo anterior, ¢ mostrado uma andlise de
convergéncia h. Na Figura 3 apresentam-se as taxas de convergéncia, na norma L*(), para
a temperatura (), o gradiente (Vuy) e o multiplicador (A5), em ¢+ = 1. Em (a) exibem-se
os erros de aproximacdo e em (b) os resultados para as interpolantes (#; e Aj). Nota-se que
a soluc@o aproximada, seu gradiente e o multiplicador fornecem taxas de convergéncia iguais
as das suas interpolantes (taxas dtimas), i.e., O(hz), O(h]) e O(hI’5 ), respectivamente. Além
disso, na figura da direita, € possivel verificar uma maior precisdo para o multiplicador.

2_[ L l LI | T 1 T I L | T \_ 2_[ L l LI | T 1 T I L | T \_
g —— lu = ual| 1 g —o— [[A = Anll S
i —— Jlu —ug]| E B —— A= X7l 7
1E —o— ||Vu — V|| 4 1E E
g —— [IVu = V|| 4 g €
0F = g 1
F B 0 —
< 1 3 f 1
= £ . = o .
S -1F E A 1
ED _n\o\o\v_ ED -1? 7;
2F 1~ E
g 1 1 2F =
3t ; |
T N P E SN
4F 1 - F 1 ]
L v b e b b L v b b b b
06 08 1 12 14 06 08 1
—log(h) —log(h)
(a) (b)

Figura 3: Estimativas de erro na norma L*(Q). Comparacdes entre as solugdes aproximadas e
suas interpolantes com By = 12 e condicdo inicial ug(x, y) = sin(wx) sin(rry)/rrz. Taxas de
Convergéncia.

5.3 Influéncia da Escolha do Parametro de Estabilizacdo e Comparacao com o Método de
Galerkin Continuo

Inicialmente, nas simula¢des computacionais desta sub-secdo, € analisada a influéncia do para-
metro de estabilizacdo Sy na resolucdo da equacdo do calor (2.1) para diferentes tipos de condi-
¢Oes iniciais.
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Figura 4: Erro relativo com By = 3,6, 9, 12, 15, malha 32 x 32 e At = 1076, no ponto central
0,5;0,5) emt =0,01.

Na Figura 4 € exibido um estudo do comportamento de By em relag@o ao erro relativo supondo-
se dados regulares e ndo-regulares para uma malha com 32 x 32 elementos, um passo de tempo
At =10"C%e¢ Bo=3,6,9,12,15em ¢ = 0,01. Em (a) e (b) o erro relativo é calculado entre
a solugdo exata (5.2), com ugp(x,y) = y sin(mc)sin(yry)/26?27'r2 y=2,0=1e0 ="7)e
a solugdo aproximada (u;). Por outro lado, em (c), considera-se uma condicao inicial menos
regular, uo(x, y) = 1. Entdo o erro é dado pela diferenca entre uma solucdo de referéncia, obtida
pela aplicaciio da metodologia semidiscreta em uma malha mais refinada (64 x 64 elementos), e
a solucdo aproximada. Quando By cresce observa-se um comportamento completamente distinto
para o erro. A condigdo inicial suave (figuras (a) e (b)), mesmo com modos altos (6 = 7), leva
ao decrescimento e a uma escolha 6tima By = 15. Porém, com o dado ndo regular (figura (c))
tem-se o crescimento do erro, sendo By = 3 a melhor op¢do. Uma investigacdo mais profunda
sobre esse comportamento serd tratada em um trabalho futuro.

No trabalho de 1. Harari [7] foi mostrado que a solucdo de problemas parabdlicos, com dados
ndo regulares, obtidas através da metodologia semidiscreta (o método de Galerkin € aplicado
na aproximacio espacial e combinado com a aproximacdo de Euler implicito na varidvel tem-
poral) pode resultar no aparecimento de oscilagdes espurias nos tempos iniciais de simulacao.
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Figura 5: Evolugdo temporal da temperatura u;, para diferentes valores de By, no ponto central
(0,5; 0,5). Comparacdo entre a metodologia semidiscreta (Continuo) e a FHCD. Em (a) e (c),
malhas 4 x 4 e 8 x 8, com At = 103 e At = 10*4, respectivamente. Em (b) e (d), ampliacdes
dos resultados das figuras (a) e (c) para os instantes iniciais.

Desse modo, estuda-se também aqui a eficiéncia da FHCD quando comparada a tal metodologia
considerando-se ug(x, y) = 1 e diferentes valores de fy. Na Figura 5 tem-se o histérico no
tempo da temperatura uj,, no ponto central do dominio. Em (a) e (b), adota-se uma malha 4 x 4
e At = 1073, Em (c) e (d) utiliza-se uma malha 8 x 8 e At = 1074,

Assim como no estudo exibido na Figura 4, é imediato observar a influéncia do valor do termo
de estabilizac@o nos resultados apresentados. Nota-se que para fyp = 9 e 20 (grande) tem-se a
presenca das oscilacdes espurias encontradas também com a metodologia semidiscreta (Conti-
nuo). Essas deixam de existir quando escolhe-se By = 3. Desse modo, nota-se que a medida
que Bp cresce as aproximagdes obtidas com a formulacdo hibrida (descontinua) aproximam-se
daquelas calculadas com a metodologia semidiscreta (Continuo), ou seja, as oscilacdes crescem
com o aumento da constante Sy, do termo de estabilizacdo. Esses comportamentos podem ser
melhor visualizados nas figuras a direita, onde sio apresentadas ampliacdes das simula¢des para
0s instantes iniciais.
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Dando continuidade a andlise do problema estudado nesta sub-secao, para uma melhor visuali-
zacdo das oscilagdes, sdo exibidos na Figura 6 os resultados plotados na Fig. 5(c) para Sy = 3
(escolha 6tima). Como anteriormente, nota-se que a formulagdo hibridizada (figuras da direita)
€ capaz de eliminar as oscilacdes espurias que surgem nos tempos iniciais (n = 2 en = 6)
na solugd@o aproximada obtida pela metodologia semidiscreta (figuras da esquerda). Com a evo-
lucdo temporal (n = 50, dltimo grafico a esquerda) ambas solucdes ja exibem o mesmo com-
portamento.

Figura 6: Evolugao temporal da temperatura u;, no ponto central (0,5; 0,5). Comparagdes entre
0 Método de Galerkin Continuo (esquerda) e a FHCD (direita) com malha 8 x 8, Ar = 107%e
Bo = 3 paran = 2,6 e 50, de cima para baixo.

Com base nos resultados encontrados pode-se concluir que a formulacio hibridizada proposta
fornece solucdes que nao sdo poluidas pelo erro na aproximagao espacial, como acontece quando
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é empregado o método de Galerkin combinado com algum método da familia trapezoidal na
aproximacao temporal de problemas parabdlicos (veja [7] e os trabalhos citados).

6 CONCLUSAO

Neste trabalho foram analisadas combina¢des de um método hibridizado de elementos finitos
com esquemas explicitos (FHPE), semi-implicitos (FHPSI) e totalmente implicitos (FHTI) de
diferencas finitas, empregados na integracio temporal, visando a solu¢do numérica de problemas
parabdlicos, em especial da equagdo do calor bi-dimensional. Observou-se, ainda, que a FHTI
apresenta um custo computacional reduzido se comparado com as demais aproximacgdes. Além
disso, para condic¢des iniciais ndo-regulares, quando o parametro de estabilizagdo B cresce a
FHTI aproxima-se de uma formulagdo de Galerkin continuo; contudo, essa abordagem nao é
interessante devido ao aparecimento de oscilacdes espurias. Ao reduzirmos os valores de Sy
encontrou-se um By 6timo, By = 3, livre das oscilagdes.

Em trabalhos futuros pretende-se apresentar uma andlise numérica que justifique a eliminacao
das oscilacdes espurias, presentes no método de Galerkin continuo, quando empregada a FHTI.
Planeja-se, também, estender a aplicacdo deste estudo na solucdo de problemas transientes de
difusdo e reacdo.
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ABSTRACT. To solve parabolic problems a hybrid finite element method (HFEM) is intro-
duced to numerically solve the bi-dimensional heat problem combined with finite difference
time integration schemes. Such a formulation has been designed considering discontinuous
spatial discretizations with continuity along the interface imposed via a Lagrange multiplier.
The accuracy and efficiency of the proposed hybrid method are compared against the standard
Galerkin method. Furthermore, the HFEM is applied to treat the spurious spatial oscillation
problems commonly present in the continuous Galerkin semi-discrete approaches when ap-
plied to parabolic problems. For an appropriate choice of the stabilization parameter, nume-

rical simulations will show that the HFEM is well suited to remediate these pathologies.

Keywords: finite differences, hybrid methods, heat equation, stabilization.
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