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RESUMO. Neste trabalho, comparamos duas versdes precondicionadas do método dos gradientes conju-
gados. Essas versdes diferem da versdo cldssica, pois consideram que o sistema linear é um sistema de
equagdes normais. Os sistemas lineares que iremos resolver surgem do célculo das direcdes dos métodos
de pontos interiores. A determinacio desta dire¢do consiste no passo de maior esforco computacional e,
quando trabalhamos com sistemas de grande porte, o uso de métodos diretos pode ser invidvel. Portanto,
uma op¢ao € utilizar métodos iterativos precondicionados. Assim, o desempenho de duas versdes do método
dos gradientes conjugados precondicionado € comparado a versdo cldssica que jé foi utilizada, neste mesmo
contexto, em trabalhos anteriores. Resultados numéricos mostram que uma dessas versdes € competitiva
em relacdo a versdo cldssica.

Palavras-chave: métodos de pontos interiores, método dos gradientes conjugados precondicionado.

1 INTRODUCAO

Desde a década de 80 os métodos de pontos interiores tém atraido grande interesse. Estes méto-
dos sdo muito eficientes na solucdo de problemas de grande porte.

Nestes métodos, a cada iteracdo, sdo resolvidos dois sistemas lineares no cdlculo das direcdes
por métodos diretos ou iterativos. Os métodos diretos apresentam dificuldades em problemas de
grande porte devido ao preenchimento da matriz. Em muitos casos, a melhor solu¢@o consiste
em usar métodos iterativos. A matriz dos sistemas é simétrica e definida positiva permitindo usar
o método dos gradientes conjugados. Devido ao mal-condicionamento da matriz nas iteracdes
finais dos métodos € necessario o uso de precondicionadores. Neste trabalho, utilizamos o pre-
condicionador hibrido proposto em [5].
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312 VARIANTES DO METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS

Para que o método dos gradientes conjugados seja aplicado, ndo € necessario que o sistema linear
seja do tipo de equagdes normais. Entretanto, existem versdes deste método que consideram a
estrutura de equagdes normais em sua formulagdo [10]. Note que os sistemas originados dos
métodos de pontos interiores sao sistemas de equacdes normais.

O objetivo deste trabalho consiste em avaliar a eficiéncia de duas versdes de gradientes conju-
gados precondicionado (GCP) que consideram sistemas de equagcdes normais. Estas versdes sao
particularizadas para os sistemas oriundos dos métodos de pontos interiores.

1.1 Meétodo de Pontos Interiores Preditor-Corretor

Considere o problema primal e o problema dual de programacao linear na forma padrao [12]:
minimizar c¢’x, sujeitoa Ax =b,x >0, problema primal,
maximizar b'y, sujeitoa A’y-+z=c,z>0, problema dual,

onde A é uma matriz m x n de posto completo, ¢ e b sdo vetores coluna de dimensdes apropriadas,

x € o vetor n x 1 de varidveis primais, y € o vetor m x 1 de varidveis duais e z € o vetor n x 1 de
varidveis de folga duais.

O método preditor-corretor [12] calcula duas direcdes a cada iteragdo para as varidveis (x, y, z)
de programacdo linear. De forma resumida, podemos dizer que essas dire¢des sao obtidas apli-
cando o método de Newton nas condic¢des de otimalidade:

Ax — b
Aly+z—c | =0; (x,z) > 0.
XZe
Definindo r, = b — Ax, rq = ¢ — A'y —z e r, = —XZe, desejamos que estes residuos

(rp, rd, rq) sejam nulos obtendo assim uma solucdo Stima.

2 METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS PARA SOLUCAO DE SISTEMAS
DE EQUACOES NORMAIS E METODOS DE PONTOS INTERIORES

Na solucdo de sistemas com matrizes simétricas e definida positiva € utilizado o método dos
gradientes conjugados. Quando trabalhamos com matrizes mal-condicionadas € necessario o uso
de precondicionadores para garantir a convergéncia do método. Em [10] s@o apresentadas duas
versdes do método dos gradientes conjugados precondicionado que consideram a estrutura de
equacdes normais em sua formulagdo. Nesta secdo, as mesmas serdo particularizadas para as
matrizes originadas dos métodos de pontos interiores.

Dado um sistema linear Gx = d, existem duas alternativas para se obter um sistema de equacdes
normais:

1. Substituindo a varidvel x por G'u terfamos o sistema GG'u = d;

2. Premultiplicando o sistema original por G resultando no sistema G’ Gx = G'd.
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A primeira versdo, Gradientes Conjugados Precondicionado — Normal Error (GCPNE), € cons-
truida precondicionando o sistema GG'u = d, com x = G'u. A segunda versio, Gradientes
Conjugados Precondicionado — Normal Residual (GCPNR), considera o sistema o G'Gx = G'd.

2.1 Métodos de Pontos Interiores

O passo mais caro de uma iteracdo de pontos interiores consiste na solu¢ao do sistema linear:
(ADA)Ydy =1y + A(Drg — Z7'r,), Q2.1

onde D = Z~!'X é uma matriz diagonal definida positiva.

Para resolver o sistema (2.1), considere o sistema de equacdes normais GG'u = d. Relacionando

ambos os sistemas, temos as seguintes identidades: o vetor u representa as dire¢des dy a serem
. . L .

calculadas, a matriz G representa a matriz AD? de forma que GG' = ADA'. Finalmente, o

vetor d representa o lado direito do sistema linear r, + A(Dry — Z L.

Desta forma, o método GCPNE para resolver o sistema (2.1) pode ser resumido como:

Algoritmo 2.1. GCPNE na varidvel u — Versdo para o Sistema do Método de Pontos Interiores

Calculero =d — ADA"ug, zo = M_lro, Po = 20

Para j =0, 1, ..., até convergir, faca:
wj = DA p;
oo = driz)
T (wyw)

Uj+1 =Uj+ajpj
1
riv1 =rj —a;AD2w;
—1
Zji+1 =M rjp
<rj+1,Zj+1>
(rj-z25)

Bj =

Pj+1=2j+1+Bjpj
Fim
Outra forma de resolver o sistema (2.1) é compara-lo com o segundo tipo de equacdes normais:
. ) e 1 .
G'Gx = G'd. Note que a matriz G serd substituida por D2 A’ e mantemos a variavel x que
representa o valor de dy. O vetor r, + A(Dry — Z —1r,) do sistema (2.1) é representado por
G'd no sistema G'Gx = G'd. Portanto, é necessdrio recuperar o vetor d do sistema (2.1).

Logo, definindo
b= A'(AA") b,
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temos:

G'd = ADid

rp+ A(Drg — Z7'r,)

b— Ax + A(Drg — Z7'r,)

Ab — Ax + A(Drg — Z 7 'ry)

ADD 'b— ADD 'x + ADry — ADD™'Z7 s,

ADDD 'b— D 'x+r;— D7 'Z7 1)

— ADID*(D'h—D'x+rg—D"'Z7'ry)
Portanto
d=D3(D"'b— D 'x+rg— D271,

para o sistema (2.1).

Assim, 0 método GCPNR para resolver o sistema (2.1) pode ser resumido como:

Algoritmo 2.2. GCPNR — Versdo para o Sistema do Método de Pontos Interiores

Calculero = d — D%A’xo, o= ADI77’0, 20 = M~ 17, Po = 20-

Para j =0, 1, ..., até convergir, faca:
1
w;j=D2A"p;
_ (= 7))

=
(wj, w;)
Xj+1=Xj+a;pj
Tj4l =7Tj —@jw;
~ 1
rji+1 = AD2Tj+]
1~
i1 =M"Tj
(zj+1, Fit1)
(2. 7))

Pj+1=2j+1+Bjp;

Bj =

Fim
3 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Os experimentos numéricos foram realizados utilizando o c6digo PCx [7]. O PCx resolve proble-
mas de otimizacdo linear pelo método preditor-corretor com multiplas correcdes. Este codigo é
implementado na linguagem C exceto as rotinas para soluc@o dos sistemas lineares desenvolvida
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na linguagem Fortran. Os sistemas lineares que surgem ao decorrer do método sdo resolvidos
através de uma abordagem direta por fatoracao de Cholesky.

Neste trabalho, foi utilizada a versao PCx-Modificado [9, 5, 11]. Esta versao utiliza uma aborda-
gem iterativa na solucgio dos sistemas lineares. Assim, a op¢do de multiplas corre¢des € desligada
e a fatoracdo de Cholesky € substituida pela solug@o iterativa através do método dos gradientes
conjugados precondicionado. O precondicionador utilizado é o Precondicionador Hibrido [5]
com as modificacdes propostas em [11]. A partir desta versao modificada, as novas versdes dos
Gradientes Conjugados para sistemas lineares sao testadas e comparadas com a mesma.

Todos os testes foram realizados em um processador Intel Core 2 Duo 2.2GHz com 2Gb de
RAM, em ambiente Linux.

Os problemas testes sdo apresentados na Tabela 1. Estes foram selecionados dentro das classes
de problemas onde a decomposi¢do de Cholesky produz uma matriz mais densa que a matriz
original [5, 9]. Os problemas foram extraidos das bibliotecas de dominio publico: NETLIB
[3], STOCHPL [4], MISC [1, 2] e QAPLIB [6]. Na tabela, para cada problema & descrito:
o ndmero de linhas, colunas, elementos ndo nulos apds o pré-processamento, a densidade da
matriz e biblioteca de origem.

3.1 Resultados Computacionais

A eficiéncia e robustez dos métodos GCPNR e GCPNE ¢ avaliada a partir da comparagdo dos
mesmos com o método dos gradientes conjugados precondicionado utilizado na versdao PCx-
modificado. Nas comparagdes, foram considerado:

e Total de iteracdes de pontos interiores (descritas entre parénteses);

e Total de iteracdes dos métodos de gradientes conjugados dada pela soma do nimero de
iteracdes realizadas para o cdlculo de cada uma das duas dire¢des do método de pontos
interiores;

e Tempo de processamento.

A Tabela 2 apresenta os resultados obtidos para os problemas testados com a versdo GCPNR e
com a versdo cldssica de GCP. A versio GCPNR convergiu apenas para cinco dos problemas
testados e obteve pior desempenho em todos os itens analisados. A versao GCPNR precisa de
um esfor¢o extra para conversdo do sistema linear a um sistema de equagdes normais, isto €,
recuperar o lado direito do sistema como descrito na Secdo 2. Portanto, fazendo estas operacdes
acumulamos muito erros numéricos visto que temos o cdlculo de um sistema linear extra para
determinar uma matriz inversa. Os erros numéricos dificultam a convergéncia do método ite-
rativo e o mesmo ¢ interrompido antes de resolver o sistema pois excede o nimero miximo de
iteracdes. Este resultado compromete o método de pontos interiores que converge para resul-
tados incoerentes e ndo para um 6timo do problema. O cédigo PCx reconhece este estado e o
programa devolve a mensagem UNKNOWN status.

Tend. Mat. Apl. Comput., 15, N. 3 (2014)



316  VARIANTES DO METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS

Tabela 1: Problemas testes.

Problema Linha | Colunas | Ndo Nulos | Densidade | Biblioteca
scsd8-2¢c-64 5130 35910 112770 0,0612 STOCHLP
scsd8-2r-432 8650 60550 190210 0,0363 STOCHLP

els19 4350 | 13186 50882 0,0887 QAP
chr22b 5587 | 10417 36520 0,0627 QAP
serl5 2234 | 6210 24060 0,1739 QAP
scr20 5079 | 15980 61780 0,0761 QAP
rou20 7359 | 37640 | 152980 0,0552 QAP
ste36a 27683 | 131076 | 512640 0,0141 QAP
ste36b 27683 | 131076 | 512640 0,0141 QAP
stocfor3 16675 | 23541 62960 0,0160 | NETLIB
qap12 2794 | 8856 33528 0,1355 | NETLIB
qapl5 5698 | 22275 85470 0,0673 | NETLIB
nugl12 3192 | 8856 33528 0,1355 MISC
nugls 6330 | 22275 85470 0,0673 MISC
pds-10 15648 | 48780 | 103725 0,0135 MISC

pds-20 32276 | 106180 226494 0,006608 MISC
pds-30 49944 | 158489 333260 0,004210 MISC
pds-40 64265 | 214385 457538 0,003320 MISC
pds-50 80339 | 272513 581152 0,002654 MISC
pds-60 96503 | 332862 709178 0,002207 MISC
pds-70 114944 | 390005 822526 0,001834 MISC
pds-80 126109 | 430800 916852 0,001687 MISC
pds-90 142823 | 475448 1002902 | 0,001476 MISC
pds-100 156243 | 514577 1096002 | 0,001363 MISC

Se somarmos as iteragdes do método iterativo realizadas nos problemas que convergiram para
ambos métodos temos os seguintes resultados: o GCP realizou 88418 iteragdes e o GCPNR
realizou 224211 iteracdes. O método GCPNR fez mais que o dobro de iteracdes para resolver os
mesmos sistemas e levou quase o triplo do tempo de processamento.

A versio GCPNE mostrou-se muito mais competitiva com o método cldssico de GCP como
mostra a Tabela 3. O método de pontos interiores atingiu o valor 6timo para praticamente todos os
problemas testados. Este método ndo precisa da transformagao extra pois, os sistemas oriundos
do método de pontos interiores sdo semelhantes ao sistema de equagdes normais para o qual o
método ¢ definido.
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Tabela 2: Resultados obtidos com os métodos GCP e GCPNR.

Iteracdes Iteracoes Tempo(s) | Tempo(s)
Problema
do GCP do GCPNR - GCP | — GCPNR
scsd8-2c-64 382 (7) 5864 (10) 4,04 20,00
scsd8-2r-432 | 6519 (18) 11397 (22) 39,28 180,96
els19 26294 (31) - 168,18 -
chr22b 25580 (29) - 71,46 -
scrl5 15973 (24) - 28,81 -
scr20 36360 (21) - 223,70 -
rou20 54326 (24) - 3216,66 -
ste36a 312988 (38) - 32183,05 -
ste36b - - - -
stocfor3 69507 (32) - 338,54 -
qap12 29962 (20) - 285,54 -
qap15 113695 (24) - 484420 -
nugl?2 23677 (20) - 245,79 -
nugl5 91134 (23) - 4466,58 -
pds-10 6872 (47) 8851 (49) 63,36 77,26
pds-20 52372 (60) - 741,67 -
pds-30 31129 (73) | 70946 (79) 741,93 1748,39
pds-40 43516 (79) | 127153 (84) | 1463,64 4813,55
pds-50 71481 (79) - 2905,05 -
pds-60 83095 (85) - 4177,60 -
pds-70 83050 (84) - 5052,97 -
pds-80 80742 (83) - 5729,80 -
pds-90 97909 (82) - 7467.,40 -
pds-100 122237 (86) - 9829,66 -

Os métodos GCP e GCPNE se comportam de forma muito parecida, apesar de ocorrerem dife-
rencgas. Variacoes no total de iteracdes do médodo dos gradientes conjugados ocorreram em todos
os problemas e, em alguns casos, até mesmo no total de iteracdes de pontos interiores. Destacam-
se os problemas ste36b e nugl5. O primeiro foi resolvido apenas usando o método GCPNE
entretanto, o segundo foi resolvido apenas pelo GCP. O método GCP realizou 1388306 iteracdes
na resolucdo dos sistemas lineares enquanto que o método GCPNE realizou 1338843 iteragdes,
somando apenas as iteracdes dos problemas que convergiram para ambos. Quanto ao tempo de
processamento, ambos apresentaram comportamento semelhante na soma total; o GCPNE levou
menos tempo na solucdo dos problemas. Apesar do melhor desempenho do GCPNE em relagao
ao método cldssico a diferenca nao € relevante considerando a quantidade de problemas testados.
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Tabela 3: Resultados obtidos com os métodos GCP e GCPNE.

Iteracoes Iteracoes Tempo(s) | Tempo(s)
Problema
do GCP do GCPNE - GCP | —GCPNE
scsd8-2c-64 382 (7) 389 (7) 4,04 4,03
scsd8-2r-432 | 6519 (18) 6914 (18) 39,28 42,26
els19 26294 (31) 26315 (31) 168,18 172,48
chr22b 25580 (29) 25688 (29) 71,46 72,98
scrl5 15973 (24) 15886 (24) 28,81 28,99
scr20 36360 (21) 35789 (21) 223,70 254,20
rou20 54326 (24) 54606 (24) 3216,66 3156,59
ste36a 312988 (38) | 305066 (38) | 32183,05 | 32256,71
ste36b - 375810 (37) - 41786,72
stocfor3 69507 (32) 69828 (32) 338,54 345,72
qap12 29962 (20) 30519 (20) 285,54 305,59
qap15 113695 (24) | 92876 (23) 4844.20 4160,35
nugl?2 23677 (20) 24111 (20) 245,79 249,23
nugl5 91134 (23) - 4466,58 -
pds-10 6872 (47) 6765 (47) 62,94 63,01
pds-20 52372 (60) 53759 (60) 741,67 782,26
pds-30 31769 (74) 31324 (74) 793,66 824,34
pds-40 43516 (79) | 43797 (79) 1463,64 1537,23
pds-50 71481 (79) 69471 (79) 2905,05 2959,64
pds-60 83095 (85) 82774 (85) 4177,60 4337,98
pds-70 83050 (84) | 77579 (85) 5052,97 4994.,45
pds-80 80742 (83) | 75626 (83) 5729,80 5658,51
pds-90 97909 (82) 82992 (81) 7467.,40 6841,65
pds-100 122237 (86) | 126769 (87) | 9829,66 | 1049345

(-) significa que o método falhou.

Estes resultados também podem ser observados através do perfil de desempenho [8]. O perfil
de desempenho € uma ferramenta para comparar o desempenho de s algoritmos na solucio de p
problemas. Neste caso, temos s = 3 algoritmos e p = 24 problemas. Usaremos como medidas
de desempenho os seguintes itens: total de iteracdes de pontos interiores; total de iteragdes dos
métodos dos gradientes conjugados e tempo de processamento.

A Figura | apresenta o grafico utilizando como medida de desempenho o total de iteracdes
do método de pontos interiores. Os métodos GCP e GCPNE tém a mesma eficiéncia e ro-
bustez mostrando-se superiores a0 GCPNR que s6 convergiu em 20% dos problemas testados.
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Figura 1: GCP, GCPNR e GCPNE - Perfil de desempenho: Iteracdes de Pontos Interiores.
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Figura 2: GCP, GCPNR e GCPNE — Perfil de desempenho: Iteracdes de Gradientes Conjugados.

Na Figura 2, temos os resultados a partir do total de iteracdes do método dos gradientes conjuga-
dos como medida de desempenho e os resultados sdo similares. Finalmente, a Figura 3 apresenta
os mesmos resultados para o perfil de desempenho com o tempo de processamento. Podemos
verificar que o método GCPNR se mostrou menos eficiente e robusto que os métodos GCP e
GCPNE. Os resultados a partir do perfil de desempenho mostram que o método GCPNE ¢ tao
eficiente quanto o método cldssico e seus resultados sdo competitivos.
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Figura 3: GCP, GCPNR e GCPNE - Perfil de desempenho: Tempo de Processamento.

4 CONCLUSOES

Neste trabalho, avaliamos a eficiéncia de diferentes versdes do método dos gradientes conjugados
precondicionado aplicados aos sistemas lineares oriundos dos métodos de pontos interiores. A
principal motivacdo para testar diferentes versdes desses métodos vem da estrutura natural destes
sistemas, na forma de equagdes normais.

Para avaliar a eficiéncia de cada uma das versdes consideramos o total de iteracdes do método
de pontos interiores e do método dos gradientes conjugados e o tempo total de processamento.
Os problemas selecionados foram resolvidos utilizando a versao cldssica e as duas versdes que
utilizam a estrutura de equacdes normais: GCPNE e GCPNR.

A implementagdo da versao GCPNE no cédigo PCx-modificado é natural visto que a estrutura do
método se adequa muito bem aos sistemas encontrados. Os resultados obtidos com essa versao
foram muito semelhantes aos da versao cldssica. Em poucos casos ocorreram variagdes no total
de iteracdes do método de pontos interiores. De maneira geral, o tempo e total de iteracdes do
método dos gradientes conjugados também ndo apresentaram grandes diferencas. Portanto, a
versdo GCPNE obteve bom desempenho sendo competitiva com a versdao GCP.

A vers@do GCPNR apresentou dificuldades tedricas na sua adaptacdo aos sistemas lineares dos
métodos de pontos interiores, pois os sistemas ndo eram equivalentes. O sistema de equagdes nor-
mais resolvido pelo GCPNR € obtido a partir da premultiplicacdo do sistema pela matriz trans-
posta dos coeficientes. Para obter a equivaléncia entre os sistemas, foram necessarias mudangas
de varidveis e cédlculos adicionais no lado direito do sistema linear dos métodos de pontos inte-
riores. Essas adaptacdes envolveram operacdes extras que acumularam erros numéricos prejudi-
cando a eficiéncia desta versdo.
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ABSTRACT. This work presents two preconditioned versions of the conjugate gradient
method. These versions differ from the classic version; they consider the linear system in
form of normal equations. It will solve linear systems that arise from search directions com-
putation in an interior point method. Determining the direction is the step with the largest
computational effort and in large scale problems the use of direct methods might not be fea-
sible. Therefore, one option is to use preconditioned iterative methods to solve the systems.
The performances of these two versions of the preconditioned conjugate gradient methods
are compared with the classic version. Numerical result shows that one of these versions is

competitive with the classic one.

Keywords: linear programming, interior point method, conjugate gradient.
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