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de Incertezas em Problemas de Transporte Linear'
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RESUMO. O fendmeno fisico do processo de escoamentos de tragadores em um meio poroso heterogéneo
€ modelado por um sistema de equagdes diferenciais parciais, sujeitas a certas condi¢des de contorno e
inicial. As variacdes significativas das propriedades do meio poroso (porosidade e permeabilidade) sdo
responsdveis pela introdug@o das incertezas contidas no modelo matemdtico. Com intuito de reduzir as
incertezas dos modelos geoldgicos, deferentes metodologias tem sido desenvolvidas e testadas em diversos
problemas de escoamentos de fluidos em meios porosos heterogéneo. O objetivo deste trabalho € o estudo
da quantificac@o de incertezas em problemas de escoamentos de tracadores em meios porosos heterogéneos
empregando uma abordagem Bayesiana para a sele¢@o dos campos de permeabilidades, baseada em um
conjunto de medi¢des da concentragdo do tracador em pontos especificos do meio poroso. O método da
Soma Sucessiva de Campos Gaussianos Independentes (SSCGI) € utilizado na parametrizagio das incer-
tezas contidas nos meios porosos heterogéneos. Na resolu¢do do problema inverso, emprega-se o método
de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) a dois estdgios que utiliza o algoritmo de Metropolis-
Hastings baseado em passeios aleatdrios do tipo autoregressivo. Através deste procedimento, gera-se uma
cadeia Markov que converge para a distribuicdo estaciondria, que neste caso € a distribuic@o a posteriori
de interesse. Resultados numéricos sdo apresentados para um conjunto de realizag¢des dos campos de per-
meabilidades.

Palavras-chave: Campos estocdsticos Gaussianos, escoamento em meios porosos, método MCMC a dois
estagios, tracador.

1 INTRODUCAO

O estudo dos escoamentos multifasicos em meios porosos heterogéneos representa uma ferra-
menta ttil em diversas dreas importantes para o desenvolvimento cientifico e tecnolégico, den-
tre as quais pode-se destacar a industria do petrdleo e a contaminacdo ambiental. As técnicas
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que empregam a injecdo de tracadores vém se mostrando vidveis no estudo de problemas rela-
cionados a simulacido numérica de escoamentos misciveis de fluidos incompressiveis em reser-
vatérios de petréleo, bem como no transporte de contaminantes em reservatorios subterraneos.
O tempo de chegada e a concentracdo do tragador nos pogos de producdo ou aquiferos sado
informagdes importantes para se identificar barreiras ao escoamento, caminhos preferenciais do
escoamento, falhas geoldgicas, propriedades do meio poroso, comunicacao entre reservatorios,
condutividade hidraulica, dispersividade, dentre outros, que sdo dificeis de se obter através de
técnicas geofisicas convencionais [3, 15]. Exemplos de simulacdes numéricas e de aplicacdes
desta técnica podem ser encontradas nos trabalhos de [1, 2, 4, 17, 18, 19, 22].

Matematicamente, o escoamento do tragador € modelado por um sistema de equacgdes diferenci-
ais parciais sujeito a certas condi¢des de contorno e inicial. Este sistema de equagdes diferencias
€ constituido de um sub-sistema eliptico, que determina a pressdo e a velocidade da mistura, e
de uma equacio de transporte, que determina em cada instante de tempo o valor da concentragao
do fluido injetado (tragador). A obtencao de solugdes numéricas deste sistema de equagdes dife-
rencias parciais ndo € uma tarefa facil visto que elas s@o fortemente influenciadas pelas propri-
edades do meio poroso, tais como a porosidade e a permeabilidade, cuja caracterizacio precisa
via a constru¢do numérica de campos de porosidades e permeabilidades ainda é um problema
complexo. Estas propriedades sdo responsdveis pela introdu¢io das incertezas contidas no mo-
delo matematico, que ocorrem em multiplas escalas, e que reduzem de forma significativa a
confiabilidade das previsdes obtidas mediante a resolugc@o destas equacdes. Desta forma, uma
grande importancia vem sendo dada a aplicac@o de diferentes tipos de metodologias capazes de
quantificar e reduzir as incertezas dos modelos geoldgicos e, consequentemente, obter previsoes
acuradas para, por exemplo, a producdo de 6leo em reservatérios de petréleo e o monitoramento
do transporte de contaminantes em formacdes subterraneas [10, 13, 14, 21].

A metodologia Bayesiana [16] pode ser utilizada na quantificacdo de incertezas em problemas
envolvendo escoamentos de fluidos em meios porosos heterogéneo [10, 13, 14, 21]. Nessa abor-
dagem, utiliza-se o Teorema de Bayes para atualizar as informagdes do pardmetro de interesse
(permeabilidade ou porosidade) do modelo geoldgico. O Teorema de Bayes é uma ferramenta
que sintetiza duas fontes de informacgdes a distribuicdo a priori e a distribui¢do amostral dos
dados (expressa formalmente pela funcio de verosimilhancga), obtendo-se a distribuicdo a poste-
riori do parametro de interesse [14, 16]. Geralmente, as informacgdes atualizadas do parametro
de interesse descritas pela distribuicdo a posteriori podem ser resumidas em termos que envol-
vem a avaliacdo de esperancgas condicionais. Devido a complexidade de muitos dos modelos
probabilisticos, o cdlculo das esperancas condicionais ndo podem ser resolvidas analiticamente.
Desta forma, recorre-se a procedimentos numéricos acurados e apropriados para a resolu¢do do
problema em questao, visando a melhorar a ordem de aproximacao das varidveis de interesse.

Os procedimentos numéricos baseados em simulacgdes estocdsticas tém sido bastante utilizados
para explorar a complexa distribuic@o a posteriori, dentre os quais pode-se destacar o método
MCMC a dois estagios, abreviatura do inglés Markov Chain Monte Carlo (Monte Carlo via
Cadeias de Markov) [12, 13]. Este método faz o uso de algoritmos especificos para gerar cadeias
de Markov ergddicas cuja distribuico estaciondria € a distribui¢do de probabilidades a posteriori
do parametro de interesse. Neste trabalho, utiliza-se o algoritmo de Metropolis-Hastings base-
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ado em passeio aleatério random walk do tipo autoregressivo [16]. Este algoritmo baseia-se na
técnica de Aceitacao-Rejeicao, onde amostras sdo geradas a partir de uma distribuicdo instrumen-
tal a aceitas ou rejeitadas com uma certa probabilidade. O método MCMC a dois estigios tém
sido bastante apropriado para a explora¢do da complexa distribui¢do a posteriori do problema
de escoamentos de fluidos em meios porosos heterogéneos [12, 13, 14].

O objetivo deste trabalho € o estudo da quantificacdo de incertezas em problemas inversos envol-
vendo o transporte de um tracador em meios porosos heterogéneos, empregando uma abordagem
Bayesiana para a atualiza¢do dos campos de permeabilidades.

2 OS MODELOS DE ESCOAMENTO DO TRACADOR

Nesta secdo, apresenta-se os sistemas de equagdes diferenciais parciais usados na modelagem,
nas escalas de laboratdrio (escala fina) e de campo (escala grossa), do escoamento de tracadores
em meios porosos heterogéneos. Nestes modelos, supde-se que a porosidade € igual a uma cons-
tante, o meio porosos € indeformdvel e estd saturado por um fluido. Além disso, os efeitos da
gravidade e da compressibilidade foram negligenciados. O transporte € puramente advectivo e
ausente de fontes ou sorvedouros. Uma certa quantidade de um tragador € injetada no fluido que
escoa no interior do meio poroso. A concentracio total do tracador € baixa o suficiente de modo
que o fluido marcado e o residente tenham, em termos praticos, as mesmas propriedades fisicas.

2.1 O modelo para a malha fina

O modelo matemadtico na escala fina usado para descrever o processo de escoamento de traca-
dores em um meio poroso 2 C R2, sobre um intervalo de tempol = [0,T] Cc R,0<t<T,
€ constituido por uma equagao de transporte linear da concentrac@o do fluido marcado

9
a—j+u~VC=O, em Q x [0, T, 2.1

e o campo de velocidades que € determinado pela lei de Darcy juntamente com a hipdtese de
incompressibilidade do fluido
k(x)

u=-———Vp, V-u=0, emQx]|[0,T], 2.2)
u

onde a varidvel x = (x, y) € o vetor posi¢do, k(x) = k € um campo escalar de permeabilidades,
com distribui¢do log-normal, a ser especificado, u = u(x, t) € a velocidade do fluido ou velo-
cidade de Darcy e p = p(x, t) € a pressdo do fluido através do meio poroso. O coeficiente i
representa a viscosidade da mistura e ¢ = ¢(X, t) a concentracdo do fluido marcado.

As Equagoes (2.1) e (2.2) s@o definidas em um dominio quadrangular = [0, Ly] x [0, L,],
com contorno regular 92 e, um intervalo de tempo 0 < ¢t < T, com condi¢des de contorno

dadas por
u-n —q, em x = 0,
p = 0, em x = L,, 2.3)
u-n 0, em y = 0OelL,,
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e condicdo inicial do tipo Riemann

I, sex <O,

9() =
<& 0 0, sex >0,

2.4)
onde n € o vetor normal unitdrio exterior a €2, Ly e Ly representam, respectivamente, as di-
mensdes fisica do meio poroso nas dire¢des x e y, conforme a Figura 1. A taxa de injecdo do
tracador € dada por ¢, c(x,0) = 1 representa a concentracdo do fluido injetado (tracador) e
c(x, 0) = 0 € a concentracdo do tragador no fluido residente.
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Figura 1: Dominio €.

2.2 O modelo para a malha grossa

O método MCMC a dois estdgios utiliza um modelo matemético na escala de campo (malha
grossa) a fim de reduzir o esforco computacional e aumentar a taxa de aceitacdo das amostras
propostas dos campos de permeabilidades [13, 14]. Desta forma, uma técnica de upscaling do
campo de permeabilidades se torna necessaria de modo a obter-se valores de permeabilidades
efetivas em cada elemento da malha grossa e as equagdes efetiva, apropriadas para a simulagao
numérica na escala de campo do problema do escoamento do tragador no interior do meio po-
roso [13, 14]. A Figura 2 representa esquematicamente as malhas nas escalas fina e grossa.

Para calcular-se as permeabilidades efetivas na malha grossa, resolve-se para cada elemento
24 da malha grossa o seguinte problema local:

V k® Vi) = 0, em €,

Gi(x) = gi(x), sobre dQq, (2.5)

onde g; (x) sdo fungdes definidas no contorno do elemento da malha grossa €2,. Para que a
solucdo deste problema seja obtida, é necessério estabelecer as seguintes condi¢des de contorno:

¢i(x) = 1, emumlado do elemento na direcdo e;,
¢i(x) = 0, nolado opostodo elemento na direcdo e;, (2.6)
V¢i(x)-nm = 0, fluxo nulo nos outros lados do elemento,
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x Lx

Figura 2: Representacdo esquemdtica das malhas nas escalas fina (linhas tracejadas) e grossa
(linhas continuas).

onde e; € o vetor da base canOnica. Assim, o tensor efetivo de permeabilidades é dado por:

1

k i ei) =
(k(x)e;, e;) o

[ e ve m.e)ax

Qg

onde ¢; (x) € a solucdo da Equagdo (2.5) para as condic¢des de contorno (2.6) e (a, b) representa
o produto interno entre os vetores a e b.

Uma vez determinado o tensor efetivo de permeabilidades, o modelo matemético na malha
grossa é constituido por

9z
a—f+ﬁ-vz=o, em Q x [0, T], 2.7)
_ k(x) __ _
u=—Vp, V-u=0, em Qx][0,T], (2.8)
7
onde ¢ = ¢(x,t), u = u(x,t), p = p(x,t), indicam, respectivamente, a concentracdo do

tracador, a velocidade e a pressdo do fluido na malha grossa. As Equacdes (2.7) e (2.8) estao
sujeitas as condic¢des de contorno e inicial andlogas as definidas em (2.3) e (2.4).

3 MODELAGEM ESTOCASTICA DA GEOLOGIA

Para a parametrizacido das incertezas contidas nos meios porosos heterogéneos, emprega-se
campos de permeabilidades escalares k(x) com distribui¢do log-normal da forma:

k(x) = koe?Y ™,

onde ko € uma constante, ¢ € o fator que controla o grau de heterogeneidade do meio poroso e
Y (x) € um campo aleatério Gaussiano caracterizado por sua média (Y (x)) = 0 e sua funcdo de
covariancia dada por uma lei de poténcia [5]

Cx,y) =(Y®YW) =x—yl™# p>0,
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onde () indica a média do conjunto e 8 € o coeficiente de Hurst.

Gera-se os campos aleatdrios Y (x) utilizando o método das Soma Sucessiva de Campos Gaus-
sianos Independentes (SSCGI) [5]. Este eficiente procedimento gera, numericamente, campos
aleatérios Gaussianos correlacionados, baseando-se na superposicao hierdrquica de malhas uni-
formes independentes, isto &,

00 b"
Y=y > &,

n=0 \m=1
&n(x)
onde b" x b",comn =0, 1, 2, ..., € o tamanho de cada elemento, m = 1, 2, ..., b" é o nimero

de malhas em cada nivel n e, &, (X) e &, (X) sdo as varidveis aleatérias Gaussianas independen-
tes. Este procedimento numérico t&m sido aplicado com &xito na simulagdo de escoamentos de
fluidos em meios porosos [2, 4, 5].

4 RESOLUCAO NUMERICA DO SISTEMA DE EQUACOES DIFERENCIAIS
PARCIAIS

Na resolucdo do problema de pressao-velocidade (2.2), para as malhas fina e grossa, as equacoes
diferenciais parciais s@o discretizadas pelo método dos elementos finitos mistos, que sdo ade-
quados para o cdlculo acurado dos fluxos nos campos de permeabilidades heterogéneos [1]. O
sistema algébrico linear associado ao campo de pressdes foi resolvido por um método iterativo
do tipo Gradiente Conjugado com Pré-condicionador [8, 7].

Na resolucdo da equacdo de adveccdo que governa o transporte do tracador (2.1) emprega-se o
método lagrangeano localmente conservativo Forward Integral Tracking (FIT) [2]. Este método
prescinde da soluc@o de problemas de Riemann e utiliza a ideia dos tubos integrais introduzida
em [11]. Além disso, o FIT € teoricamente livre de difusdo numérica e possui uma excelente
eficiéncia computacional.

Os mesmos métodos numéricos utilizados na resolucdo das equagdes diferenciais (2.1) e (2.2)
sdo considerados na resolu¢do do transporte advectivo linear da concentragdo do tracador na
malha grossa (2.7) e do problema eliptico (2.8).

5 A ABORDAGEM BAYESIANA

Neste trabalho, as simulagdes de quantificacdo de incertezas sdo empregadas com o intuito de
atualizar os campos de permeabilidades k (x), baseado-se no conhecimento prévio de um con-
junto de valores medidos da concentragdo do tracador em alguns pontos especificos do meio
poroso O(c,), tal que,

O(co) = {co (xitj)li=1,...,Ng; j=1,..., N},

onde ¢, (x;, ;) € a concentracdo observada do tracador no sensor localizado em x; de €2 para o
instante de tempo ¢;, Ny € o niimero de sensores instalados em €2 e N, representa o nimero de
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vezes que a concentragdo € avaliada no tempo. Para se obter as informagdes referentes aos ele-
mentos do conjunto O(c,), gera-se, inicialmente, um campo de permeabilidades de referéncia
kr (x), onde assume-se que os valores das permeabilidades nos pontos X; sdo conhecidos. Poste-
riormente, resolve-se acuradamente o modelo matematico (2.1)-(2.2) a fim de determinar-se os
valores observados da concentragdo do tracador ¢, (X;, ¢;), em uma malha fina.

As informacdes referentes aos valores observados da concentracio sdo introduzidos no modelo
através da funcdo de verossimilhanga P (O (c,)|k (x)). Esta informacdo adicional € utilizada na
selec@o dos novos campos de permeabilidades através do Teorema de Bayes [10]

7 (k (x)) o< P (O(co)lk (x)) P (k (%)),

onde P (k (x)) e m(k (x)) = P (k(x)|O(c,)) sdo, respectivamente, as distribui¢des de probabi-
lidade a priori e a posteriori do campo de permeabilidades k (x). A distribuicdo a priori é dada

por [20]
I &, — Enpo 112
P =exp| —————).
onde &,,, =0e 052,. = 1. Supde-se que a fungdo de verossimilhanca segue uma distribuicao

normal [10], isto é,

N, N 5

L [ 1) — ot 1)

P(O(Co)|k(X))o(exp _Z]—l Zl—] [C X 2] Co(X ]] ’
Zof

onde ¢, (x;, ;) € a concentracdo simulada do tragador no sensor localizado em x; para o instante

de tempo #; obtida com os campos de permeabilidades propostos. Para cada amostra proposta
do campo de permeabilidades k(x), obtém-se a concentra¢do simulada do tragador ¢y (x;, 7;) a
partir da solu¢do numérica do modelo matematico (2.1)-(2.2) na escala fina. O parametro a]% éa
precisdo associada as medidas simuladas e observadas. Assim, o erro em malha fina é definido
por [10]
Ny Ny
Er= "3 fes (i) = co (%) 1 = ey (x001) = co (xi. 1) |

j=li=1

2

)

onde || e || € anorma L.

Para o modelo matematico na escala grossa, define-se a funcio de verossimilhanca como sendo
dada por
N Ny (= 2
il ity (Es(ivt)) = co(Xiu 1))

P (O(co)lk (%)) o< exp 202
g

onde ¢, (x;, t;) € a concentracdo simulada do tracador obtida a partir da resolu¢do numérica do
modelo matematico na escala de campo (2.7) - (2.8), e cr; € a precisdo associada ao modelo na
escala grossa. Neste caso, define-se o erro em malha grossa como
N, N
E, = ZZ (Cs(xi, 1)) — co(xi, tj))2 = ey(xi, 1) — colxis 1) |12

j=li=1
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Desta forma, a distribuic@o de interesse na malha grossa € aproximada por

T (k (x)) &< P (O(co)lk (x)) P (k (X))

6 O METODO DE MONTE CARLO VIA CADEIAS DE MARKOV

A ideia basica dos métodos MCMC é simular Cadeias de Markov ergédicas {k‘®)} que tém como
sua distribuiciio estaciondria (ou de equilibrio) a distribui¢do a posteriori de interesse 7 (k (x)).
Para a construg@o destas Cadeias de Markov, os métodos MCMC fazem uso de algoritmos es-
pecificos, nos quais pode-se destacar o algoritmo de Metropolis-Hastings [10, 14, 16]. Para cada
iteracdo, um campo de permeabilidades k (x) € proposto usando uma distribui¢do instrumental
q(k|k®)), onde o instante t representa o estado atual em que se encontra a cadeia de Markov. Em
seguida, resolve-se o sistema de equagdes diferenciais parciais (2.1)-(2.2). Entdo, o candidato

k (x) serd aceito como o proximo estado da cadeia com probabilidade dada por

i ™R (k(t)|k) (v) (t)
o (k|k(t)) _ ] min (7‘[ () g (FEO)° 1), 7 (k®)q (klk®) >0,

1 , caso contrario,

tal que k**1) = k com probabilidade ar (k|k(©)) e kE+D = k®) com probabilidade 1 —a (k|k(®)).

Neste trabalho, considera-se o caso especial do algoritmo de Metropolis-Hastings baseado em
passeios aleatdrios (random walk), onde aplica-se a varidvel &, (X) ao invés da varidvel &, (X),
ou Y (x), a fim de manter-se a mesma estrutura de constru¢cdo dos campos Gaussianos Y (x)

gerados pela técnica SSCGI. Assim, propde-se Y (X) a partir do novo valor de &, (x) dado por

£, (X) = /1 £ (%) + Vheze, 6.1)

onde Ent) (x) representa o estado atual da varidvel aleatéria Gaussiana, n = 0,1,2,... e
m=1,2,...,b". O pardmetro sz determina o tamanho do salto em cada passo do algorltmo de
Metropolis-Hastings e z¢ € gerado a partir de uma distribui¢io normal com média O e variancia 1,
isto €, ze ~ N (0, 1). O processo de amostragem (6.1) € baseado em passeios aleatdrios (random
walk) do tipo autoregressivo [16]. A utilizacdo deste tipo de amostragem € bastante vantajosa,

pois ndo se tem o problema de renormalizagdo da varidvel aleatéria &,,, (X).

Geralmente, as simulacdes diretas do método MCMC apresentam a desvantagem de necessitar de
um elevado esfor¢co computacional, uma vez que um grande nimero de simulagdes € necessdrio
para que obtenha-se a convergéncia da cadeia de Markov e uma boa taxa de aceitacio. Portanto,
a fim de minimizar este problema recorre-se a uma eficiente e rigorosa metodologia, conhecida

como método MCMC a dois estagios [6, 12, 13], que pode ser descrito pelo Algoritmo 1.

Tend. Mat. Apl. Comput., 17, N. 1 (2016)



JORDEM PEREIRA e AMARAL SOUTO

63

Algoritmo 1: Método MCMC a dois estégios.

1

2

Passo: Faca t =0 e especifique um valor inicial k(9 tal que w (k(o)) > 0.
Passo: Gere um candidato &, ~ q ({nm |§7(fn),) Entao gere um campo de

permeabilidades k(x) dado por In(k(x)) = Y (x).
Passo: Resolva na malha grossa os problemas de pressao-velocidade e do
transporte.

Passo: Calcule a probabilidade de aceita¢do na malha grossa @ (k‘|k(t)), onde

| 7 (k) g (k) |k) - .
a<k|k<“)) = ™ |:F(k(t))q(kk(t))’1 cse mWa (KVE) >0 (6.2)

1 , caso contrario.

Passo: Gere uma varidvel aleatoria u com distribui¢io uniforme U(0,1) e
teste se o campo proposto serd aceito ou nao, isto €,

k  (condicionalmente), se u<@ (k|k<t)) ,
kD — (6.3)

k®)  (condicionalmente), caso contrdrio.

Se o campo proposto k for rejeitado retorne ao Passo 2.

Passo: Resolva na malha fina os problemas de pressao-velocidade e do
transporte.

Passo: Calcule a probabilidade de aceitagao na malha fina o (k|k(t)), onde

(k) Q (kW]k) '
a<k|k(t)> =g mn L’(k(t))Q(kk(t))’l ;e 1) Q(KVIK) >0, (6.4)
1

, caso contrdrio.

Passo: Gere uma varidvel aleatéria u com distribuicao uniforme U(0,1) e
teste se o campo proposto serd aceito ou nao, isto €,

k, se u<a (k\k(t)) ,
g+ = (6.5)

£® , caso contrdrio.

Se o campo proposto k for rejeitado, retorne ao Passo 2.
Passo: Incremente t =t + 1, retorne ao Passo 2 e continue o procedimento
até atingir a convergéncia.

Tend.
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7 RESULTADOS NUMERICOS

As simulagdes foram realizadas com um c6digo numérico serial considerando um tempo maximo
de simulacdo de até 1.700 dias, em uma regido fisica bidimensional com dimensdes L, = 128 m
e Ly = 128 m. As simulacdes foram feitas empregando-se diferentes malhas na escala grossa:
16 x 16, 32 x 32 e 64 x 64 elementos. A malha usada na escala fina foi mantida fixa e possui
128 x 128 elementos. O passo de tempo utilizado na resolucio da equacao de transporte linear foi
de At = 1 dia. Em todas as simulacdes o tragador € injetado uniformemente a uma taxa constante
de 0, 2 volumes porosos a cada ano. O nimero inicial de pontos sobre a frente de avanco do
tracador é de 256 pontos. Para evitar a influéncia da injecao nos resultados numéricos, no instante
inicial especifica-se que o salto esteja localizado a 8 m de distancia da fronteira esquerda do
reservatorio. Na caracterizagcdo da rocha do reservatdrio utiliza-se campos Gaussianos aleatérios
obtidos com covaridncia espacial fractal. O expoente de Hurst (8) € igual a 0, 5 e o fator que
controla o grau de heterogeneidade do meio foi fixado em 0, 4.

Para a obtenc¢@o dos resultados numéricos foram propostas 70.000 amostras, nas quais selecio-
nou-se conjuntos de realizacdes com 1.000 amostras aceitas de campos de permeabilidades. O
parametro de perturbagio sz do processo de amostragem do tipo random walk foi igual a 0, 0025
e o valor da precisdo da medida observada foi cr; =4 a]%, com a]% = 1, 0. As localizacdes dos
sensores S; = S;(x,y),i = 1,..., 6, de monitoramento sdo: S1=(35,0, 32,0), S»=(35,0, 64,0),
S3=(35,0, 96,0), S4=(75,0, 32,0), S5=(75,0, 64,0) e Se=(75,0, 96,0) (veja a Figura 3). O valor
prescrito da permeabilidade em cada sensor é ky # O e a concentragdo ¢ (xi, t j) foi avaliada a
cada 1 dia de simulacdo.

100

60

40

60 80 100 120

Figura 3: Frente de avancgo do tragador e sensores de monitoramento.

Na Tabela 1 sdo apresentados as taxas de aceitac@o, para as 1.000 primeiras amostras aceitas
de campos de permeabilidades, obtidas com as malhas grossas de 16 x 16, 32 x 32 e 64 x
64 elementos. Observa-se que quando passa-se de uma malha de 16 x 16 elementos para uma
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malha de 32 x 32 e 64 x 64 a taxa de aceitacdo reduz 3, 2% e 2, 1%, respectivamente. Espera-
se que quanto mais proxima a malha grossa estd da malha fina os valores da taxa de aceitacdo
aumentariam, uma vez que se elas fossem iguais os mesmos campos de permeabilidades seriam
aceitos nos testes de aceitagcdo do método MCMC a dois estdgios. Entretanto, deve-se levar em
consideracdo que estas variagdes dependem das relacdes entre os erros em malha grossa e fina e,
principalmente, dos valores das precisdes das medidas, o]% e og. Além disso, um outro fator que
também influéncia na taxa de aceitacio € o refinamento das malhas utilizadas na escala grossa.

Tabela 1: Taxas de aceitagdo para 1.000 primeiras amostras aceitas.

Método MCMC a dois estagios
Malhas na escala grossa | 16 x 16 | 32 x 32 | 64 x 64
Propostas 49.430 | 68.002 | 55.135
Aceitas: malha grossa 10.738 16.365 13.861
Aceitas: malha fina 1.000 1.000 1.000
Taxa de aceitacao 9,31% | 6,11% | 7,21%

Na Figura 4 apresenta-se os campos aleatérios Gaussianos de referéncia, inicial e outros quatro
campos aceitos, os de ntimeros 40.344, 43.772, 48.880 e 49.818, dentre os 1.000 primeiros cam-
pos aceitos na malha fina com 128 x 128 elementos e malhas na escala grossa com 16 x 16 ele-
mentos. Pode-se observar que os campos aceitos sao distintos entre si e que, existe uma diferenca
significativa entre os campos aleatorios Gaussianos selecionados e os campos de referéncia e ini-
cial. Portando, conclui-se que o pardmetro de perturbagdo hg = 0, 0025 utilizado no processo de
amostragem, para as malhas e a relacdo entre as precisdes das medidas, foi capaz de selecionar
campos aleatérios Gaussianos distintos e que incorporam as informagdes disponiveis a priori.

Com o objetivo de diagnosticar a convergéncia numérica das cadeias de Markov, adota-se como
método a inspecdo visual dos erros na malha fina Z ¢ [20]. A Figura 5 apresenta a varia¢do do
erro na malha fina em fung@o dos primeiros 1.000 campos de permeabilidades aceitos, obtidos
com malhas na escala grossa de 16 x 16, 32 x 32 e 64 x 64 elementos. Pode-se observar que
para todas as malhas as cadeias de Markov convergiram para a distribuicdo estacionaria de in-
teresse m(k (x)). Os erros decresceram de valores da ordem de aproximadamente 5 - 102 para
10-10°. Os valores baixos destes erros sio a garantia de que os campos aceitos possam fornecer,
para a concentragio simulada do tracador c; (xi, t j), valores préximos aos medidos nos sensores
Co (xi, t j). Esse fato pode ser verificado observando-se a Figura 6, que contém os gréaficos dos
perfis médios de concentracdo simulada do tracador nas posi¢oes correspondentes a localizagao
dos diferentes sensores instalados no meio poroso. Nesta figura, compara-se os perfis oriundos
das simulacdes fazendo o uso dos campos de permeabilidades de referéncia e inicial, além dos
perfis médios da concentrac@o do tracador obtidos para um conjunto de 800 amostras aceitas dos
campos de permeabilidades, apds o periodo de aquecimento de 200 campos aceitos. Como se
pode observar, em todos os casos, existe uma boa concordancia entre os perfis da concentracao
média simulada do tragador e os observados.
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(e) Campo aceito n® 48.880. (f) Campo aceito n° 49.818.

Figura 4: Realizacdes aceitas dos campos aleatérios Gaussianos.

Tend. Mat. Apl. Comput., 17, N. 1 (2016)



JORDEM PEREIRA e AMARAL SOUTO 67

A partir dos resultados numéricos obtidos, entende-se que esta abordagem foi capaz de propor
a atualizacdo dos campos de permeabilidades e reduzir as incertezas contidas no modelo ma-
tematico que descreve o transporte de um tragador.

o e ]
S -3 <°l’
5 5
° o
8 (=] 3‘ (=
£ 81 £ 81
3 ]
Q |°
T e T o
i s 4
8 ] g ]
8 8
3 3
8 8
g 8- g 8-
o - o -
T T T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
lteragoes aceitas lteragdes aceitas
(a) Malhas de 16 x 16 elementos. (b) Malhas de 32 x 32 elementos.

a0 do tragador
300
1

200
|

Erros da concentras

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

lteragdes aceitas
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Figura 5: Erro na malha fina da concentrac@o do tracador em fung@o das amostras aceitas.

8 CONCLUSAO

Neste trabalho foi utilizado uma abordagem Bayesiana para a atualizacdo dos campos de per-
meabilidades, baseada no conhecimento prévio dos valores da concentragdo do tracador e da
permeabilidade em alguns pontos especificos do meio poroso heterogéneos. O método da Soma
Sucessiva de Campos Gaussianos Independentes foi usado para gerar as amostras dos campos
de permeabilidades na solu¢do do problema inverso estocastico associado ao escoamento do
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Figura 6: Valores da concentrac@o do tracador em diferentes sensores.
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tracador em formacdes heterogéneas. Na solu¢@o do problema inverso complexo, foi utilizado o
método Monte Carlo via Cadeias de Markov a dois estagios, cujo o processo de amostragem € do
tipo random walk onde emprega-se um modelo autoregressivo. Os resultados numéricos obtidos
indicam que as cadeias de Markov convergiram para a distribuicdo a posteriori de interesse, o
parametro hg = 0, 0025 usado no processo de amostragem do modelo autoregressivo seleciona
campos de permeabilidades distintos entre si e as incertezas contidas no modelo matematico que
descreve o escoamento de um tracador no interior de um meio poroso podem ser reduzidas a
partir do conhecimento prévio das medi¢des dos valores das concentragdes do tracador em al-
guns pontos especificos do meio poroso. Como perspectiva futura do presente trabalho cita-se,
por exemplo, a utilizagdo do método MCMC a dois estdgios na quantificacdo de incertezas de
problemas envolvendo escoamentos multifasicos.

ABSTRACT. The goal of this work is to study the uncertainty quantification in inverse
problems of miscible flows in heterogeneous porous media in Bayesian framework and pro-
pose a permeability update based on observed measurements of spatially sparse tracer con-
centration at certain times. The Successive Sum of Independent Gaussian Fields method
is used to parametrization of the uncertainty in heterogeneous porous media. A two-stage
Markov chain Monte Carlo (MCMC) method is used to solving the inverse problem. For the
construction of Markov chains is used the Metropolis-Hastings algorithm based on a random
walk sampling process employs an auto-regressive instrumental distribution. The main idea
of MCMC is to generate a Markov chain with an equilibrium distribution equal to the poste-
rior distribution of interest. Numerical results are presented for a set sampled realizations of
the permeability fields.

Keywords: Gaussian stochastic field, porous media flow, two-stage MCMC method, tracer.
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