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Resumo. Este trabalho objetiva analisar, através de alguns exemplos, a influén-
cia de se considerar aleatoriedades na solugao de equagoes diferenciais com dados
e/ou parametros aleatorios. Um comparativo das médias das solugoes das equa-
¢oes estocasticas com as solugoes das equacOes deterministicas simplificadas, nas
quais substituimos os parametros aleatorios por suas médias, é apresentado. Estes
exemplos mostram que a média da solugdo, que normalmente é uma informagao
relevante em aplicagdes, pode ser qualitativamente diferente da aproximacgao ob-
tida pela solucao de uma equagao diferencial deterministica na qual substituimos
os parametros aleatorios por suas médias.

Palavras-chave. Equagoes diferenciais estocéasticas, variaveis aleatorias, espe-
ranga matemética, funcdo de densidade de probabilidade.

1. Introducao

A modelagem de fenémenos fisicos através de equagoes diferenciais cujos dados nao
sao precisamente conhecidos pode ser realizada utilizando modelos probabilisticos
(estocasticos) de tais dados. Os modelos probabilisticos compensam a escassez de
dados e fornecem margens de erros para estimativas de laboratério. O escoamento
em meios porosos se encaixa neste perfil. Propriedades como a porosidade e a
condutividade hidraulica sao estimadas, por exemplo, por meio de amostras do meio
poroso. Resultados experimentais sugerem que a distribui¢ao lognormal represen-
ta satisfatoriamente estas propriedades [22]. Quando modelos probabilisticos sao
acoplados aos parametros das equagoes diferenciais que governam o escoamento de
fluidos, o modelo completo passa a ser descrito por equacoes diferenciais estocdsticas.
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Na tentativa de resolver problemas deste tipo, duas vertentes tém sido moti-
vos de estudos nas ultimas décadas. A mais formal segue da interpretagdo das
equagoes diferenciais estocasticas como equagoes integrais num sentido mais geral,
inicialmente introduzido por It6, em meados de 1940, e generalizado por outros
autores (veja [7, 10, 14, 19], por exemplo). A extensdo destas formulas as equagoes
diferenciais aparece a partir da década 1960. Por exemplo, em [4] sdo examina-
dos resultados gerais e recentes da analise funcional de alguns tipos de equagoes
diferenciais estocésticas sob condigoes de regularidade exigidas dos dados.

Na outra vertente estao métodos numéricos e técnicas matemaéaticas cujo obje-
tivo é obter informagdes praticas sobre a fungao aleatoria (estocastica) que é solugao
do problema, no sentido probabilistico. Estas informagdes podem ser a média (es-
peranca matematica), alguns momentos de ordem superior ou, melhor ainda, a
fungao de densidade de probabilidade da solugao. O método de Monte Carlo [8] foi
o primeiro nesta dire¢ao e se tornou conhecido nas simulagoes da construcao das
primeiras bombas atémicas quando, também, os primeiros computadores estavam
sendo usados na computacao cientifica. A ideia do método é calcular médias, ou
outros momentos, usando um grande nimero de ensaios experimentais, usualmente
gerados com sequéncias pseudoaleatérias. Cada um destes ensaios deve resultar em
um problema deterministico cuja solugao possa ser calculada. Em outra diregao
(do ponto de vista teorico), alguns autores procuram equagoes diferenciais determi-
nisticas cujas solugoes podem ser médias, momentos [9, 18, 20, 22|, e até mesmo a
fungdo de densidade de probabilidade [11, 16] da solugao.

Este trabalho objetiva analisar, através de alguns exemplos, a influéncia de se
considerar aleatoriedades na solucao de equagoes diferenciais com dados aleatorios.
Um estudo comparativo das médias das solugoes das equagoes estocdsticas com as
solugdes das equacoes deterministicas simplificadas, nas quais substituimos os para-
metros aleatoérios por suas médias, é apresentado. Cabe ressaltar que o maior mérito
do trabalho é o de ilustrar a importancia de se obter as solugoes estocasticas das
equagoes, via distribuicao ou esperanca matematica. Os autores esperam que esse
trabalho possa fomentar novas investigagoes em uma area de importancia crescente
na modelagem Matematica.

Embora modelos aleatorios discretos sejam importantes em diversas aplicagoes,
os exemplos tratados aqui concentram-se em modelos continuos. Considere um
espago de probabilidade (€2, F,P) e uma variavel aleatoria A : Q — R, com funcao
de densidade de probabilidade f4. Sua funcao de distribuicao cumulativa é dada
por

Fa(a) =P({weQ]Aw)<a})=PA<a)= /_“ fa(u) du.

A média, ou esperanca matematica, da variavel aleatoria A é definida por

+oo
E[A] :/ afa(a) da.

— 00

Nos trés problemas seguintes, um ou mais parametros das equagoes diferenciais
sao variaveis aleatorias. Tendo em vista o propoésito de analisar a influéncia dessas
aleatoriedades nas equagoes, é apresentada, para cada problema, um comparativo
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entre a média da solucao estocastica e a solugao da equagao simplificada, na qual a
variavel aleatoria A é substituida pela sua média, E[A].

Cabe enfatizar que o uso de variaveis aleatoérias para modelar a incerteza nestes
problemas difere da abordagem empregada no Célculo Estocastico Classico [4, 7,
10, 14], na qual os dados de entrada sdao processos idealizados, tais como processos
de Wiener e processos de Poisson [20, p. 3]. Isto indica, junto com as técnicas
matematicas ou computacionais empregadas, uma separagao entre os escopos da
vertente do Célculo Estocastico Classico e a vertente adotada no presente trabalho.

2. Problema de Valor de Contorno Aleatorio

O ponto de partida é o seguinte problema de valor de contorno:

—% (A%(m)) =1, O0<xz<l,
U0) =U(1) =0, (2.1)

em que A é uma variavel aleatoria que assume apenas valores positivos, isto é,
P(A < 0) = 0. Este problema pode ser visto como um modelo rudimentar de
escoamentos em meios porosos, em que U corresponde a carga hidraulica em um
reservatorio cuja permeabilidade hidraulica é representada pelo parametro aleatorio
A [1]. A aleatoriedade de A implica que a solugdo do problema aleatorio acima é
uma fungdo aleatéria (ou, mais precisamente, um processo estocastico [15]). De
fato, para cada realizacdo A(w), de A, considere o problema deterministico:
—% Aw) %(m,w)) =1, O0<z<l,
U0,w)=U(l,w) =0,

cuja solucao é obtida integrando duas vezes os lados da equacao e impondo as
condigoes de contorno:

2
T —x
U = — 0<x<1.
(ZC,OJ) 2 A(w)’ — X —
Observe que U(z,w) > 0 para 0 < 2z < 1 e w € Q. A fim de calcular a fungao
de densidade de probabilidade, fy(g;x), ¢ > 0, da solugao calcula-se, inicialmente,

a funcgao de distribuigao cumulativa

2A

_ 2 2
:1—73(,439” x)zl—FA(x x)
2q 2q

Derivando Fy(g; x) com relacao a variavel ¢ obtém-se
d x — 22 T —x? &(x) &(x)
1) = —Fy(gx) = - 2.2
folasn) = R0 =S (550 ) = S (22, e
onde £(x) = (v — 22)/2.

FU(Q;UC):P(U(x)Sq)=P<x_$2 gq) =
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2.1. Exemplo

Considere a variavel aleatoria A, uniformemente distribuida no intervalo [1, 2], isto
é, fa(g) =1 quando 1 < ¢ < 2 e & nula fora deste intervalo. De (2.2) segue que

() £(z)
fU(q;iU): q—Qa s€ T <q<§($€),

0, caso contrario.

Observe, para fins de comparagao, que a esperanca matemética de U(z) é dada
por

+00 €@) ¢l
E[U(2)] = /0 qfv(g;w)dg = /é( )/261 ig)dq =
= @) m@)[§2), =2 (o -22). 2.3

Por outro lado, a solugao da equagao simplificada (usando E[A] = 3/2 no lugar de
Aem (2.1)) &

0(x) = 5 (o~ 7). (2.4)

Como In (2)/2 & 0.3466 as fungdes dadas em (2.3) e (2.4) nao diferem muito
para este caso, como mostra a Figura 1(a). A titulo de ilustracdo, é apresentada
também a média gerada pelo método de Monte Carlo, com 100 000 realizagoes da
variavel aleatoria A. Maiores detalhes sobre como se obter a média pelo método de
Monte Carlo podem ser encontrados em [8] ou [22].
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Figura 1: Tlustragio de E[U(z)] (linha solida), U(z) (linha pontilhada), e a média

da solugao obtida pelo método de Monte Carlo (circulos), 0 < z < 1.
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2.2. Exemplo

Considere agora o caso em que A é lognormal padrao, A = exp (¢), ¢ ~ N[0,1]. A
funcao de densidade de probabilidade de A é dada por

Fala) = —=exp (—%)

Tendo em vista (2.2), obtém-se

. _&(z) )\ _ &) 1 ox M E@)/PY _
folgi) = q? fA( q )_ @® V2r[¢(x)/q] p( 2 )
__1 ~[In(g) —In(£(2))]?
ez p( 2 )

ou seja, U(z) é também lognormal, U(z) = exp (¢)), ¥ ~ Nln(&(z)),1]. Usando
(2.5) é possivel calcular todos os momentos estatisticos de U(x). Em particular,
denotando o nuimero de Euler, ou neperiano, por “e”, a esperanga matemaéatica de

U(z) é dada por

(2.5)

E[U(z)] = exp (ln &(x)) + %) =eé(x) = Ve (z —2%) ~ 0.8244 (z — 2?),

e
2
enquanto a solucao da equagao simplificada (considerando E[A] = /e no lugar de

Aem (2.1)) &

U(x) (z — 2°) ~ 0.3033 (z — 2?) .

1
SENG

Na Figura 1(b) é esbocado E[U(z)] e U(x), bem como a média da solugao gerada
pelo método de Monte Carlo, com 100 000 realizagoes de A. Maiores detalhes sobre
momentos estatisticos de uma varidvel aleatoria lognormal podem ser encontrados
em [22].

3. Equacao da Adveccao Linear Aleatoéria

Considere, agora, a equagao da advecgao linear aleatoria

3] 0
aU(x,t)—l—Va—xU(:v,t)—O, t>0, xz€R,

U(z,0) = Up(x), (3.1)

onde a velocidade, V', é uma variavel aleatoria e a condigao inicial, Up(x), é uma
funcao aleatoria.

Em [17] é utilizado o método das caracteristicas [13] e a lei de probabilidade total
[15] para mostrar que a fun¢ao de densidade de probabilidade da solugéo de (3.1)
no ponto (z,t), fu(q;x,t), ¢ dada por

fU(fJ;iﬂat)Z/ %fv (w—t:vo) fuo (g5 20) dao, (3.2)
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ou, equivalentemente,
folaet) = [ f(0) fuolas = ot do =By U (g5 — V).

Além disso, no caso em que Up(z) = u(z) é uma fun¢ao deterministica, (3.2)
pode ser apresentada como

+oo
fU(q;xvt):/ fr()é(qg—u(z—vt))dv =

— 00

= [ (552 sl u(ew)) dan, (33)

e t

onde § ¢ a distribuicao delta de Dirac [21].

3.1. Exemplo

No caso particular em que u(z) é uma funcao (deterministica) suave, a equagao
u(z) — ¢ = 0 tem n raizes isoladas, 4, 7 = 1,2,...,n, e a derivada u/(z) nao se
anula em nenhuma das raizes, tem-se (veja [21], por exemplo)

n

Slg —ufa)) = 3 2~ Lia)

2 Tl

e, consequentemente,

e x—x " S(zo — 4
fU(q;:v,t):/ %fv< . 0> Zé( 0~ Tjq) dzg =

[u'(2,q)]

S e () o

3.2. Exemplo

Considere V' Gaussiana, V ~ N(u,0?), e a condicdo inicial u(x) sendo a funcao
Heaviside,

() = , se x <0,
RS ) se x> 0.

Esta condigao inicial tem sido usada por varios autores para estudar zonas de mis-
tura em concentragoes de substancias [2]. De (3.3), segue que

z/t “+o00
folgzt) = 6(g - 1) / fr (W) + 6() / | vt =
= 3(g) + [3la = 1) = 0(a)] Fv () . (3.5)
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isto &, U(x,t) & a variavel aleatoria discreta de Bernoulli com

PG =1) = [ thv(v)dv— —/ Zexp {—M] dr =

1 (z—pt)/(V20t) 5 1 x — pt
=—— e T dr=1- —erfc| —— |,

onde erfc(z) é a func@o erro complementar.
Note que P(U(x,t) =0) =1 —"P(U(x,t) = 1) e que a esperanca da solugao &

1 T — ut
EU(z,t)] =1.P(U(z,t) =1)4+0.PU(x,t) =0) =1 2erfc < oot ) .

A Figura 2 ilustra a média, E[U(z,t)], da solugdo de (3.1) em t = 0.5 e t =
1.0, =4 <z < 4, com V ~ N(0.5,1). Também, apresenta a solugdo da equagao
simplificada U(z,t) = u(z — E[V]t) = u(z — 0.5t), e a solucdo produzida pelo
método de Monte Carlo, com 10 000 realizagoes de V. Este é um exemplo de que
uma solucao simplificada pode omitir propriedades fisicas relevantes da solugao. A
difusao observada na Figura 2, causada pela aleatoriedade de V, é comprovada pelos
resultados descritos na sequéncia (em particular, pelo resultado do Corolario 3.1).

15 T T T 15

05r 0.5

-0.5 - - - -05

Figura 2: Ilustracio de E[U(z,t)] (linha solida), U(z,t) (linha pontilhada), e a
média da solugdo obtida pelo método de Monte Carlo (circulos); ¢ = 0.5 (a) e
t =1.0 (b).

Lema 3.1. No caso em que V ~ N(u,0?%), a funcao h(z,t;¢) = (1/t) fv((x =) /t)
satisfaz a sequinte equacao de advec¢ao-difusao:
0

0 0?
Eh(‘rbu t; <) +u %h((E, t; <) = 02t @h((b, t; <) (36)
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Demonstra¢io. Como V ~ N(u,0?), segue que sua fungao de densidade de proba-
bilidade é dada por

1 T — 11)2
W= oo e |- |
com derivadas
_ 2 .
v =il [T2E] e v =100 1 ]
Deste modo,
0 1 _ -t
S0 = 5 (x,t;c)[ @= Qe -¢ - )}7
0 —(—pt
g (@ t:6) =~ h(a, <>[ = } )
0? 1 T —ut
Wh(x,t,g) =23 (z,t:¢) { ( g% i) ]
Portanto,
9 9
Eh(x Q)+ %h(x,t;o =
- %2 h(z,t; ) [—H— (x— C)(;;C—ut) ot (x ;ft_ut)} _

b —C— ut)? 2
== h(:z: t;¢) [ % = o%t %h(z,t;().

Para os Exemplos 3.1. e 3.2., acima, vale o seguinte resultado:

Proposicao 3.1. Se V é Gaussiana, V ~ N(u,0?), entdo as funcoes de densidade
de probabilidade (3.4) e (3.5) satisfazem & sequinte equacao de advecgao-difusdao:

D totget) + 1 L fol@at) = o2t 2 folgsant) (3.7)
(915 U\gq;Z, IUJ(?(E U\gq;Z, =0 81'2 v\gqg;2,1). .

Demonstragao. A funcao de densidade (3.4) pode ser reescrita como

Tendo em vista que h(x,t;x;,) satisfaz a equagdo (3.6) para cada z; 4, segue que
fu(g; z,t), dada em (3.4), satisfaz (3.7).
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Agora, denotando A(q) = [( ) — d(q)] e derivando (3.5), obtém-se

<
I
—_

o folasa,t) = Ala) v

—

/|\

—
Il

Alg) b, t:0) (=7).

A(q) h(x,t;0), e

~sn (1) (24 (7) -

Il

| =

0
%fU(Q;xvt) =A(g) fv

62
S fulgia,t) = Ao)f

N———

N N

+ |8 8 (R

~——
|

Bl =

~—
S 7 N 7N

T/t —
— () o) (L)
o4t
Assim,
0 0 5, 07 B
EfU(qwxvt) +:u %fU(qu?t) —o't W.fU(qaxat) - 07
ou seja, (3.5) satisfaz (3.7). O

Corolario 3.1. As médias, E[U(x,t)], das solugées dos problemas dos Exemplos
3.1. € 8.2., com V ~ N(u,0?), satisfazem a equagdo de advecg¢ao-difusdo

0 0 0?

—E[U(z,t —E[U(z,t)] = 0%t = E[U(z,1)].

9 BIU (e, )] + oIV, 0)] = 0% = BlU ()

Observagao 3.1. Os resultados da Proposicao 3.1 e do Coroldrio 3.1 continuam
vdlidos para a solugdo de (3.1), com V ~ N(u,c?), desde que a derivagdo, em x
e t, sob o sinal de integracao em (3.2) seja possivel. Para tanto, sao necessdrias
hipdteses de regularidade sobre a fun¢io fu,(q;x) (veja [12], p. 268, por exemplo).

4. Problema de Burgers-Riemann Aleatoério

Considere o caso nao-linear obtido pelo problema de Riemann aleatorio para a
equagdo de Burgers (introduzida por J. M. Burgers em |[3])

0 10 ,
gU(:v,t)—i—Q%U (x,t)=0, t>0, z€R,
~ J Ur, se x<0,
U(x,O)—{UR, se x>0, (4.1)

em que os estados iniciais, Uy, e Ug, sao variaveis aleatorias. Observe que aqui a
aleatoriedade aparece apenas na condigao inicial, transformando o problema como
um todo numa equacao diferencial estocastica. Para uma simples realizacao Uy, (w)
e Ur(w), de Ur e Ug, respectivamente, tem-se o problema de Burgers-Riemann
deterministico:

1
%u(m,t,w}—l-i%uz(:r,t,w):(), t>0, xR,
Ur(w), se z<0,

(@, 0,w) = { Urp(w), se x>0. (4.2)
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Solugdes fisicamente corretas de (4.2), isto &, solugdes de entropia, sdo ondas de
rarefagdo ou ondas de choque [13]. Em [5] é mostrado que a solugao de (4.1), em
(x,t), pode ser representada por

U(z,t) = U Xr- + BXro + UpXR+,

onde 8 = x/t, e Xp-, Xro e Xr+ sdo as fungdes caracteristicas dos conjuntos
mutuamente exclusivos definidos na Figura 3. Observe que a fungao caracteristica
de R, por exemplo, é definida por:

X . 1, se (UL,UR)ERO,
REZ 0, se (Up,Ugr) & RO

P R(B)

Figura 3: Tlustracao das regioes de integragao.

O m-ésimo momento estatistico de U(x,t) é dado por
BU™e,0) = [ [ o, us. un)dusdun +

+ﬁm//OfULUR(uLuuR)dULdUR+//Jr’u}ngLUR(uL’uR)duLduR'
R R

Para a obtengao dos momentos estatisticos da solugao de (4.1), usando a expres-
sao acima, deve-se calcular trés integrais duplas para cada valor de 5. Em alguns
casos é possivel calcular tais integrais exatamente, como ilustrado no exemplo a
seguir.

4.1. Exemplo

Considere o caso em que Uy, e Ugr sao variaveis aleatorias independentes e unifor-
memente distribuidas no intervalo [—a,a]. Alguns calculos mostram que a média
da solugao de (4.1) é dada por

B
E[U(:v,t)] — { vy (sgn(ﬁ)ﬁ - a)27 se —a<p<a, (4.3)

, caso contrario,
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com 3 =uz/te

-1, se (<0,
Sgn(ﬁ) = 0, s€ B =0,
1, se (3 >0.

Na Figura 4 ¢ ilustrada a média, E[U(z,t)], da solugdo de (4.1) em t = 04 e
t =08, -1 <z < 1. Uy e Ug sao independentes e uniformemente distribuidas
em [—1,1]. Convém ressaltar que a solugdo da equacgao simplificada de (4.1), com
E[UL] = E[Ug] = 0 no lugar de Uy, e Ug, é identicamente nula (linha tracejada na
Figura 4).

0.06 T T T 0.06
0.04f 0.04f
0.021 0.021
of <\;> [0 & ©006(
|
-0.02 \ -0.021
¢
-0.041 -0.041
-0.06 . . . -0.06
-1 -05 0 05 1 -1 -05 0 05 1

Figura 4: Tlustragiao da média, E[U(x,t)], dada por (4.3) (linha solida) e da média
obtida por Monte Carlo (circulos), t = 0.4 (a) e t = 0.8 (b), —1 <z < 1.

5. Conclusoes

Este trabalho apresentou alguns exemplos de solugoes de equagoes diferenciais com
dados aleatorios, comparando suas médias com as solugoes de equagoes diferenci-
ais deterministicas resultantes da substituicao dos parametros aleatorios por suas
médias.

Os exemplos ilustram que a substituicao de parametros aleatérios por suas mé-
dias leva a previsoes qualitativamente erréneas da média da solugao das equagoes
(Figuras 1(b), 2 e 4). Por outro lado, a obten¢ao da funcao de densidade de proba-
bilidade da solugao por meio da funcao de distribuicao cumulativa levou nao apenas
ao calculo de médias da solugao consistentes com o método de Monte Carlo, como
também garantiu informagoes estatisticas completas sobre a solugao.

Este trabalho, complementado com as referéncias citadas abaixo, pode servir
como ponto de partida para pesquisadores interessados em substituir custosas téc-
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nicas de simulacao por representagoes analiticas dos momentos estatisticos procu-
rados.
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Abstract. We study through some examples the influence of uncertainties on the
solution of differential equations with random initial data and/or random parame-
ters. These examples show that the mean of the solution, which is usually a relevant
information on applications, may be qualitatively different from the approximate
solution computed from a deterministic differential equation in which the random

parameters are replaced by their averages.
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