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Resumo. A melhor estratégia para a discriminação de estados quânticos não-

ortogonais está relacionada com o melhor conjunto de medidas POVM. Apresenta-

mos um novo algoritmo para o problema, estendendo o espaço de Hilbert associado

e usando a programação semidefinida e a resolução de sistemas não-lineares.
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1. Introdução

Um dos problemas importantes relacionados à teoria da informação quântica está
vinculado à discriminação de estados quânticos puros não-ortogonais. Esta indis-
tinguibilidade de estados quânticos não-ortogonais está no cerne da computação
quântica e da informação quântica [1, 3].

Eldar [2] mostrou que a melhor medição para N estados não-ortogonais pode ser
formulada como um problema de programação semidefinida [12]. Baseando-se nesta
formulação, Rabelo et al. [8] propuseram um algoritmo, chamado de Algoritmo
Ótimo Discriminador (AOD), que implementa tal formulação.

O objetivo deste trabalho é propor um novo algoritmo baseado no AOD, com
o intuito de simplificar os cálculos e melhorar os resultados computacionais. O
algoritmo foi implementado em MatLab e aplicado com sucesso em problemas com
dimensões maiores que os da literatura.

Este trabalho é organizado como segue: na Seção 2, apresentamos o
problema da discriminação de estados quânticos sem ambiguidade usando o for-
malismo POVM; na Seção 3, descrevemos a construção do novo algoritmo para a
distinção de estados quânticos não-ortogonais; na Seção 4, exibimos os resultados.
Na Seção 5, finalizamos com as conclusões.
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2. O Problema

O postulado geral de medidas da Mecânica Quântica [6] fornece uma regra que
descreve a estatística de medidas e diz qual o estado do sistema após a medição.
Contudo, em algumas aplicações, a probabilidade dos diferentes resultados (ou a es-
tatística das medidas) é fundamental para a grande maioria dos processos em com-
putação e informação quântica. Para tais casos, existe uma ferramenta matemática
conhecida como formalismo POVM [6], que é especialmente bem adaptado para
a análise de medidas. Para isso, definimos operadores de detecção Πi conhecidos
como elementos de POVM3.

Definição 2.1. ([6]) Os operadores de detecção Πi são chamados elementos de
POVM se satisfazem as seguintes condições:

• Os operadores de detecção satisfazem a condição de completitude, ou seja,
∑

i

Πi = I.

• A probabilidade de se obter o resultado rotulado pelo índice i é dada por
p(i|ρ) = tr(Πiρ), onde ρ é o operador densidade do sistema.

• Todos os operadores de detecção são hermitianos e positivos semidefinidos,
isto é, Πi = Π†

i e Πi ≥ 0, para todo i.

Usando o formalismo de medidas POVM, Ivanovic [5] definiu uma estratégia para
o problema que consiste em distinguir dois estados quânticos puros não-ortogonais
linearmente independentes sem ambiguidade, admitindo alguns resultados incon-
clusivos, chamada de estratégia UD4, descrita a seguir, para o caso com N estados
quânticos.

Consideremos que o sistema quântico é dado pelo ensemble {µi, |Qi〉}, onde
µi são as probabilidades a priori associadas aos estados quânticos |Qi〉 para i =

1, . . . , N, tal que
N
∑

i=1

µi = 1, em um espaço de Hilbert de dimensão N . Para detec-

tar os estados do sistema, a medição é construída formando N + 1 operadores de
detecção {Πi, 0 ≤ i ≤ N} satisfazendo

N
∑

i=0

Πi = I. (2.1)

Estes operadores são construídos para que os estados sejam medidos corre-
tamente ou a medição declara um resultado inconclusivo. Então, cada opera-
dor Πi corresponde à detecção correta dos estados |Qi〉, para i = 1, . . . , N , e

Π0 = I−
N
∑

i=1

Πi corresponde a um resultado inconclusivo. Os operadores de detecção

devem obedecer:
〈Qi|Πj |Qi〉 = piδij ,

3Na literatura inglesa este formalismo é chamado de “positive operator-valued measure”.
4Na literatura inglesa esta estratégia é chamada de “unambiguous discrimination”.
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para i, j = 1, . . . , N , 0 ≤ pi ≤ 1, onde δij é o delta de Kronecker. Portanto, temos
um problema de otimização, isto é, maximizar as probabilidades de detecção pi
conclusivas, segundo o vínculo (2.1).

Eldar [2] mostrou que a estratégia UD pode ser formulada como um problema
de programação semidefinida [12], onde os operadores de detecção são expressos da
seguinte forma:

Πi = piCi, 1 ≤ i ≤ N,

onde Ci = |Q̃i〉〈Q̃i| e os vetores ˜|Qi〉 não são normalizados e estão em um espaço de
Hilbert de dimensão N . Além disso, representam os estados recíprocos associados
aos estados |Qi〉, para i = 1, . . . , N , ou seja, 〈Q̃i|Qj〉 = δij , para 1 ≤ i, j ≤ N .

Se os estados |Qi〉 são preparados com probabilidades a priori µi, tais que
∑

i

µi = 1, então a probabilidade total de detecção correta do estado é

PD =

N
∑

i=1

µi〈Qi|Πi|Qi〉 =
N
∑

i=1

µipi = 〈µ|p〉.

Portanto, o problema consiste em resolver o seguinte problema de programação
semidefinida (PSD) [12] para encontrar os valores pi ≥ 0 de modo a minimizar PD,
sujeito à condição da Equação (2.1), que pode ser expresso como

minp∈RN 〈µ|p〉

s.a











I −
N
∑

i=1

piCi ≥ 0

pi ≥ 0 (1 ≤ i ≤ N),

(2.2)

onde |µ〉 é um vetor com componentes −µi, sendo µi a probabilidade a priori de
cada estado |Qi〉 e Ci = |Q̃i〉〈Q̃i| ∈ RN×N .

O problema de PSD (2.2) pode ser resolvido usando o pacote CSDP [4]. O
algoritmo associado a este pacote é uma versão do algoritmo preditor corretor do
método primal-dual de Helmberg et al. [4]. Foi escrito na linguagem em C, porém
pode ser usado pelo Matlab através da ferramenta yalmip [4].

3. O Novo Algoritmo

Em [8], Rabelo et al. propõem um procedimento computacional chamado de Al-
goritmo Ótimo Discriminador (AOD), que implementa as medidas POVM para a
estratégia da distinção de N estados puros não-ortogonais, usando a programação
semidefinida e a minimização da norma. Baseado nas idéias do AOD, construímos
um novo algoritmo, denominado Algoritmo Discriminador Quântico (ADQ) [11].

A principal diferença entre o AOD e o ADQ é que usamos apenas conceitos de
álgebra linear, substituindo o cálculo de raízes de um polinômio de grau 8. Além
disso, desenvolvemos o algoritmo somente com uma condição para os estados de
entrada (conservação do produto escalar), pois a condição de normalização imposta
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no AOD tornou-se reduntante, uma vez que os estados de entrada satisfazem a
condição de normalização [11].

A seguir, apresentamos passo a passo da construção do ADQ, que consiste em
estender o espaço de Hilbert inicial de N para 2N − 1 dimensões, transformando os
estados quânticos não-ortogonais de entrada em uma configuração final discriminá-
vel, usando o problema de PSD e a resolução de sistemas não-lineares.

Isso significará que estaremos prontos para fazer a distinção do estado final, pois
teremos uma discriminação perfeita ou falha no processo para os estados quânticos
não-ortogonais analisados, uma vez que os estados nesta configuração final discri-
minável serão escritos com componentes únicas na base ortonormal e as demais
componentes na base estendida.

O primeiro passo do ADQ é reescrever os N estados de entrada não-ortogonais
|Qi〉, em uma forma escada, numa base ortonormal {|i〉}, para i = 1, . . . , N . Ou
seja,

|Qesc
1 〉 = |1〉,

|Qesc
2 〉 = c21|1〉+ c22|2〉,

|Qesc
3 〉 = c31|1〉+ c32|2〉+ c33|3〉,

|Qesc
4 〉 = c41|1〉+ c42|2〉+ c43|3〉+ c44|4〉,

...
|Qesc

N 〉 = cN1|1〉+ cN2|2〉+ cN3|3〉+ . . .+ cNN |N〉,

(3.1)

onde {|Qesc
i 〉} pertencem ao espaço de Hilbert inicial de dimensão N e os coeficientes

cij são obtidos usando a conservação do produto escalar sobre os estados de entrada,
isto é, 〈Qesc

i |Qesc
j 〉 = 〈Qi|Qj〉, para todo i, j = 1, . . . , N .

Em seguida, nosso objetivo é obter uma nova configuração, a configuração final
discriminável, através da nova estrutura dos estados de entrada não-ortogonais “na
forma escada” de acordo com a Equação (3.1), fazendo com que as componentes de
mesmos índices sejam fixas com a base ortonormal, ou seja, {|1〉, . . . , |N〉}.

Este passo finalizará o procedimento do ADQ, ou seja, estaremos aptos para
realizar a distinção dos N estados quânticos não-ortogonais. Para isto, utilizamos
o problema dado em [10] para a construção desta configuração, que aplicando o
Teorema de Neumark [7], podemos estender o espaço de Hilbert inicial de dimensão
N para 2N − 1. Desta forma, a configuração final discriminável dos N estados
quânticos não-ortogonais é dada por:

|Qf1〉 = g11|1〉+ g1,N+1|N + 1〉+ . . .+ g1,2N−2|2N − 2〉+ g1,2N−1|2N − 1〉
|Qf2〉 = g22|2〉+ g2,N+1|N + 1〉+ . . .+ g2,2N−2|2N − 2〉+ g2,2N−1|2N − 1〉
|Q3f 〉 = g33|3〉+ g3,N+1|N + 1〉+ . . .+ g3,2N−2|2N − 2〉

...
|Qfi〉 = gii|i〉+ gi,N+1|N + 1〉+ . . .+ gi,2N+1−i|2N + 1− i〉

...
|QfN〉 = gNN |N〉+ gN,N+1|N + 1〉,

(3.2)
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para i = 3, . . . , N, onde gii =
√
pi, para i = 1, . . . , N ( pi são soluções do problema

de PSD (2.2)) e os outros coeficientes gij , para i = 1, . . . , N e j = N +1, . . . , 2N−1
são obtidos resolvendo o seguinte sistema não-linear







BBt = StS + sst − D̃D̃t

Bb = s

g211 + btb = 1,
(3.3)

onde

S =











c22 c32 . . . cN2

0 c33 . . . cN3

...
...

. . .
...

0 0 . . . cNN











, s =











c21
c31
...

cN1











,

D̃ =











g22 0 . . . 0
0 g33 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . gNN











, b =











g1,N+1

g1,N+2

...
g1,2N−1











e Bt =















g2,N+1 g3,N+1 . . . gN−1,N+1 gN,N+1

g2,N+2 g3,N+2 . . . gN−1,N+2 0
...

... . . . 0 0
g2,2N−1 0 . . . 0 0















.

Observe que nesta nova configuração (3.2), os estados possuem somente uma
única componente na base ortonormal (espaço de Hilbert original), onde os seus ín-
dices são fixos com os da base associada, e as demais componentes da base estendida
(espaço de Hilbert estendido), ou seja, {|N + 1〉, . . . , |2N − 1〉}.

Desta forma, se a medida colapsa na base ortonormal {|1〉, . . . , |N〉} do espaço
de Hilbert original, distinguimos o estado perfeitamente, devido a unicidade da
representação dos estados nesta componente. Caso contrário, se a medida colapsa
para a base extra {|N +1〉, . . . , |2N − 1〉} do espaço de Hilbert estendido, não sabe-
mos qual foi o estado detectado, pois os estados de interesse possuem uma (ou várias
simultaneamente) das componentes da base estendida, |N+1〉, |N+2〉, . . . , |2N−1〉.
A figura abaixo ilustra este procedimento:
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ADQ
configuração

final
discriminável

protocolo quântico

|Qi〉

�
��

Base ortonormal

{|1〉, . . . , |N〉}
processo finaliza com sucesso

@
@R

Base extra

{|N + 1〉, . . . , |2N − 1〉}
falha no processo

Figura 1 : Processo de medição para N estados quânticos não-ortogonais via ADQ.

4. Resultados Computacionais

Inicialmente, consideramos um exemplo detalhado, de dimensão N = 3, para a apli-
cação do ADQ. Considere o seguinte ensemble, {(|Q1〉, 0, 6); (|Q2〉, 0, 2); (|Q3〉, 0, 2)},
onde



















|Q1〉 = |1〉,
|Q2〉 =

1√
3
|1〉+ 1√

3
|2〉+ 1√

3
|3〉,

|Q3〉 =
1√
3
|1〉+ 1√

3
|2〉 − 1√

3
|3〉.

(4.1)

Aplicando o ADQ, obtemos os seguintes passos:

• A primeira etapa consiste em reescrever os N = 3 estados quânticos de entra-
das em uma forma escada com base ortonormal {|i〉, i = 1, 2, 3}:







|Qlad
1 〉 = |1〉

|Qlad
2 〉 = 0, 58|1〉+ 0, 82|2〉

|Qlad
3 〉 = 0, 58|1〉+ 0, 82|3〉.

• Resolvendo o problema de PSD (2.2) através do pacote CSDP, obtemos:

|p〉 =





0, 33
0, 33
0, 33



 .

• Resolvendo o sistema não-linear (3.3) obtemos os coeficientes gij , para i =
1, 2, 3, j = 4, 5, e os outros coeficientes gii =

√
pi, são obtidos resolvendo o

problema de PSD, para i = 1, 2, 3.

Assim, obtemos a configuração final discriminável:






|Qf1〉 = 0, 58|1〉+ 0, 71|4〉+ 0, 41|5〉,
|Qf2〉 = 0, 58|2〉+ 0, 41|4〉+ 0, 71|5〉,
|Qf3〉 = 0, 58|3〉+ 0, 82|4〉.



Algoritmo para Discriminação de Estados Quânticos 131

A Tabela 1 fornece o tempo médio para cada N = 2, 3, . . . , 10, 20, . . . , 100. Para
cada dimensão fornecida, aplicamos o algoritmo em dez problemas com ensem-
bles aleatórios, ou seja, foram fornecidos aleatoriamente estados de entrada não-
ortogonais associados a probabilidades também aleatórias.

Tabela 1: Tempo médio para cada N = 2, 3, . . . , 10, 20, 30, . . . , 100.

N tempo médio

2 1.4344s

3 1.7156s

4 1.7706s

5 2.1174s

6 2.0282s

7 2.2936s

8 2.9421s

9 2.4860s

10 2.0514s

20 2.6954s

30 4.3342s

40 6.1859s

50 9.0860s

60 14.8456s

70 20.8436s

80 32.8407s

90 44.4249s

100 1min 11.025s

Os resultados da Tabela 1 indicam que o ADQ pode resolver, de forma eficiente,
problemas com pequenas e grandes dimensões. Não pudemos fazer comparações
com o AOD, pois não existem dados disponíveis.

5. Conclusões

Abordamos um problema fundamental na área de informação e computação quân-
tica: a discriminação de estados quânticos não-ortogonais.

Propusemos um novo algoritmo, o ADQ, baseado no algoritmo AOD, descrito em
[8]. Estendendo o espaço de Hilbert de N para 2N−1 dimensões e com o auxílio do
problema de PSD e da resolução de um sistema não-linear, transformamos os estados
quânticos de entrada não-ortogonais em uma configuração final discriminável. Essa
configuração garante que os estados podem ser distinguidos sem ambiguidade, pois
estes estados possuem somente uma única componente na base ortonormal (espaço
de Hilbert original), onde os seus índices são fixos com os da base associada, e
as demais componentes da base estendida (espaço de Hilbert estendido), ou seja,
{|N + 1〉, . . . , |2N − 1〉}.

A principal diferença entre o AOD e ADQ é que usamos apenas conceitos de
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álgebra linear, substituindo o cálculo de raízes de um polinômio de grau 8 (efetuado
no AOD). O algoritmo ADQ foi implementado em MatLab e aplicado com sucesso
em problemas com dimensões maiores que aqueles apresentados na literatura.
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Abstract. The best strategy for discrimination of non-orthogonal quantum states

is related to the best set of POVM. We present a new algorithm to this problem,

extending the associated Hilbert space and using semidefinite programming and

nonlinear systems.
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