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RESUMO. O comportamento da regido de estabilidade de sistemas dindmicos sujeitos a variacdo de
pardmetros € estudado neste artigo. O comportamento da regido de estabilidade e de sua fronteira quando
o sistema vai de encontro a uma bifurcac@o sela-né do tipo-k, com k > 0 na fronteira da regido de estabi-
lidade € investigado. Uma caracteriza¢do completa da fronteira da regido de estabilidade na vizinhanga de
um valor de bifurcacdo sela-né do tipo-k, com k > 0 € apresentado neste artigo.
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1 INTRODUCAO

Caracterizagdes dinamicas e topoldgicas da fronteira da regido de estabilidade de sistemas dina-
micos autdbnomos ndo lineares podem ser encontradas, por exemplo em [4] e [9]. As caracteri-
zacOes existentes da fronteira da regido de estabilidade sdao fornecidas sob algumas suposicoes
sobre o campo vetorial, incluindo a hiperbolicidade dos pontos de equilibrio na fronteira da
regido de estabilidade e condic¢des de transversalidade.

Neste artigo, estamos interessados em estudar caracterizagdes da regido de estabilidade e de sua
fronteira quando o sistema estd sujeito a variagdo de pardmetros. A andlise do comportamento da
regido de estabilidade sob variacdes do pardmetro (bifurcacdes da regido de estabilidade) encon-
tra aplicagcdes importantes, por exemplo, na andlise de colapso de tensdo de sistemas elétricos de
poténcia [7]. Sob variagcdo de parametros, bifurcagdes locais podem ocorrer na fronteira da regiao
de estabilidade e a suposicdo de hiperbolicidade dos pontos de equilibrio pode ser violada nos
pontos de bifurcacdes. Logo, estudar a caracterizacdo da fronteira da regido de estabilidade em
pontos de bifurcacdes € de fundamental importancia para entender como a regido de estabilidade
se comporta sob variacdo de parametros.
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Alguns avangos nesta dire¢do ja foram obtidos e relatados na literatura. Em [1], por exemplo,
uma completa caracterizac@o da fronteira da regido de estabilidade na presenca de pontos de
equilibrio sela-n6 do tipo-0 e uma completa caracterizagdo de bifurcacdes da regido de estabili-
dade induzida por bifurcacdes sela-né do tipo-0 foram estudadas. Essas bifurcagées locais sela-
n6 do tipo-0 na fronteira da regido de estabilidade provocam mudancas drasticas no tamanho da
regido de estabilidade. Em [2], técnicas para estimar a regido de estabilidade na ocorréncia de
bifurcacdes sela-nd do tipo-0, incluindo estimativas que sdo uniformes com relacdo a variacao
dos parametros foram desenvolvidas. Em [3] uma completa caracterizacdo da fronteira da regiao
de estabilidade na presenga de pontos de equilibrio sela-nd do tipo-k, com k& > 0 foram apre-
sentadas. Em [6], a caracterizacdo da fronteira da regido de estabilidade na presenca de pontos
de equilibrio ndo-hiperbdlicos do tipo Hopf foram desenvolvidas como o primeiro passo para
entender o comportamento da regido de estabilidade na ocorréncia de bifurcacdes locais do tipo
Hopf na fronteira da regido de estabilidade.

Neste artigo, uma caracterizacao completa da fronteira da regido de estabilidade na vizinhanca
de um valor de bifurcacdo sela-n6 do tipo-k, com k > 0 € apresentada. Essa caracterizacao
€ o primeiro passo na busca de estimativas 6timas da regido de estabilidade na ocorréncia de
bifurcacdes sela-né do tipo-k, com k > 0 na fronteira da regido de estabilidade.

Este artigo € organizado da seguinte maneira. Na Secdo 2, uma revisdo da caracterizagido da
fronteira da regido de estabilidade de sistemas dinamicos autondmos nao lineares ¢ apresentada,
incluindo a robustez da caracterizacdo da fronteira da regido de estabilidade sob as condi¢des
de hiperbolicidade e transversalidade. A principal contribui¢do deste artigo € apresentada na
Secao 3. Mais precisamente, uma caracterizagcdo completa da fronteira da regiao de estabilidade
na vizinhanca de um valor de bifurcacdo sela-n6 do tipo-k, com k > 0 € desenvolvida. A Se¢do 4
€ dedicada aos exemplos e a Secdo 5 as consideragdes finais.

2 CARACTERIZACAO DA FRONTEIRA DA REGIAO DE ESTABILIDADE
Considere o sistema dindmico autdbnomo nao linear

x=f() 2.1

onde x € R"e f : R" — R" é um campo vetorial de classe C" com r > 2. A solugao de (2.1)
comecando em x no tempo ¢t = 0 é denotada por ¢(¢, x).

2

Um ponto x* € R” é um ponto de equilibrio de (2.1) se f(x*) = 0. Um ponto de equilibrio x*
de (2.1) é hiperbdlico se nenhum autovalor da matriz Jacobiana Dy f(x*) tem parte real igual a
zero. Um ponto de equilibrio hiperbdlico x* é um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel se
todos os autovalores de Df (x*) tem parte real negativa; caso contrdrio é um ponto de equilibrio
instdvel. Um conjunto S C R”" é um conjunto invariante de (2.1) se toda trajetéria de (2.1)
comecando em S permanece em S para todo ¢ € R.

A regido de estabilidade de um ponto de equilibrio assintoticamente estavel x; de (2.1) € defi-
nida como
A(xg) ={x e R" : ¢(t,x) — x; quando ¢ — 00}.

Tend. Mat. Apl. Comput., 17, N. 1 (2016)



AMARAL e ALBERTO 73

A regido de establidade A(xs) é um conjunto invariante, aberto e difeomorfo ao R” [4]. O fecho
‘A(x,) é invariante e a fronteira da regido de estabilidade 9 A(xg) é um conjunto fechado e invari-
ante [4]. Uma caracteriza¢do completa da fronteira da regidio de estabilidade de uma ampla classe
de sistemas dinamicos foi apresentada em [4]. Considere o sistema nao linear (2.1) satisfazendo
as seguintes suposigoes:

(A1) Todos os pontos de equilibrios em d A(x;) sdo hiperbodlicos.

(A2) As variedades estaveis e instdveis dos pontos de equilibrio em 9 A(x,) satisfazem a con-
dicdo de transversalidade.

(A3) Toda trajetériaem 9dA(x) se aproxima de um ponto de equilibrio quando t — oo.

As afirmagdes (A1) e (A2) sdo propriedades genéricas de sistemas dindmicos na forma de (2.1).
Em outras palavras, elas sdo satisfeitas para a maioria dos sistemas dinamicos na forma de (1)
e, na prética, elas ndo precisam ser verificadas. Ao contrario, a afirmacao (A3) ndo € uma pro-
priedade genérica e tem de ser verificada. A existéncia de uma fun¢do energia € uma condicao
suficiente para a satisfacdo da afirmacdo (A3). Para mais detalhes sobre este assunto, consul-
tar [4].

Sob as afirmacdes (A1)-(A3), o teorema a seguir fornece uma caracterizagdo completa da fron-
teira da regido de estabilidade do sistema dindmico nao linear (2.1).

Teorema 2.1. [4] (Caracterizacdo da fronteira da regido de estabilidade) Seja x; um ponto de
equilibrio assintoticamente estdvel de (2.1) e A(xy) sua regido de estabilidade. Se as afirmagoes
(Al)-(A3) sdo satisfeitas, entdo:
0A() =W ()
1

onde xi',i =1,2,...5sd0 os pontos de equilibrio em 0 A(xy).

O Teorema 2.1 mostra que a fronteira da regido de estabilidade € a unidio das variedades estaveis
de todos os pontos de equilibrio na fronteira da regido de estabilidade.

Neste artigo, estamos interessados em estudar o comportamento da fronteira da regido de estabi-
lidade da seguinte classe de sistemas dindmicos

x=fx,2=filx) (2.2)
comx € R", f:R" xR — R"declasse C", com r > 2, dependendo de um parametro A € R.

Dado um ponto de equilibrio hiperbélico x;, do sistema (2.2) para A = A, o Teorema da Fun¢ao
Implicita garante que um tnico ponto de equilibrio hiperbdlico x; do sistema perturbado (2.2)
continua existindo, em uma vizinhanga de x;,, para todo A préximo a A.. Em outras palavras,
um ponto de equilibrio hiperbdlico persiste sob pequenas variacdes do parametro A. Além disso,
usando a continuidade dos autovalores com relagdo aos pardmetros, podemos afirmar também
que o tipo de estabilidade do ponto de equilibrio perturbado x; é o mesmo do ponto de equilibrio
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X), .

*

Em particular, se x){* ¢ um ponto de equilibrio hiperbdlico assintoticamente estavel do
sistema (2.2) para A = Ay, entdo continua existindo, para valores de A préximos a A, um tnico
ponto de equilibrio assintoticamente estdvel perturbado x; préximo a xi*. Consequentemente,
faz sentido estudar o comportamento da regido de estabilidade perturbada A; (x3).

O proximo teorema estuda a persisténcia dos pontos de equilibrio hiperbdlicos na fronteira da
regido de estabilidade sob as afirmacdes (A1)-(A3).

Teorema 2.2. [5] (Persisténcia dos pontos de equilibrio hiperbolicos na fronteira da regido
de estabilidade) Seja x3. um ponto de equilibrio hiperbdlico assintoticamente estdvel de (2.2),
para . = A* e Ay« (x3.) sua regido de estabilidade. Se as afirmagées (Al)-(A3) sdo satisfeitas
para todo ) préximo a \* e xi*, i = 1,2, ... sdo os pontos de equilibrio em 9A;»(x3.), entdo
existe € > 0 tal que, para todo . € (\* — €, \* + €), os pontos de equilibrio perturbados xi,
i =1,2, .. estdo também na fronteira da regido de estabilidade de x5, e

Wi € aAne)).

1

Em [1], foi apresentado uma caracterizacio da fronteira da regido de estabilidade sob a variacao
de parametros para um caso particular de violagio da afirmacgdo (A1), isto €, quando um ponto de
equilibrio sela-n6 do tipo-0 estd na fronteira da regido de estabilidade. Neste artigo, estudamos
uma caracteriza¢cio da fronteira da regido de estabilidade sob a variacdo de parametros quando
pontos de equilibrio sela-n6 do tipo-k, com k > 0 estd na fronteira da regido de estabilidade. Esta
caracterizacdo € o passo inicial para entedermos como a regido de estabilidade se comporta no
aparecimento de bifurcacdes sela-né do tipo-k, com k > 0 na fronteira da regido de estabilidade.

3 CARACTERIZACAO DA FRONTEIRA DA REGIAO DE ESTABILIDADE

NA VIZINHANCA DE UM VALOR DE BIFURCACAO SELA-NO DO TIPO-K

Nesta sec@o, uma caracterizacao da fronteira da regido de estabilidade na vizinhanga de um valor
de bifurcacdo sela-né do tipo-k, com k > 0 € apresentada. Comecamos a se¢do com alguns
conceitos da teoria de bifurcacio sela-né.

Definicao 3.1. /8] (Ponto de equilibrio sela-né) Um ponto de equilibrio ndo hiperbdlico x;,, €
R" de (2.2), para um parametro fixo A = Ao, € chamado um ponto de equilibrio sela-né e
(X1, A0) um ponto de bifurcagdo sela-no se as seguintes afirmagdes sdo satisfeitas:

(CI) Dy fi,(x3,) tem um tinico autovalor simples igual a O com v um autovetor a direita e w a
esquerda.

(C2) w(Dy, f (x5, *0)) # 0.

(C3) w(D? fiy (x30) (v, ) #O.
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Observaciao 1. A notacdo w(D% Sao (X39) (v, v)) descrita em (C3) expressa um nimero real
que € o resultado do produto interno entre os vetores w e D)% Sao (X39) (v, v). Além disso, essa
propriedade garante que o campo vetorial dado em (2.2), restrito a variedade central, tem com-
portamento quadratico.

Um ponto de equilibrio sela-né ou um ponto de bifurcacdo sela-né podem ser classificados em
tipos de acordo com o niimero de autovalores de Dy fj, (x;,) com parte real positiva.

Definicao 3.2. (Tipo de bifurcagio sela-né) Um ponto de equilibrio sela-noé x,, de (2.2),
para um pardmetro .. = ko, é chamado um ponto de equilibrio sela-né do tipo-k e (xy,, Ao)
um ponto de bifurcagdo sela-né do tipo-k se Dy fi,(xy,) tem k autovalores com parte real
positivaen — k — 1 com parte real negativa.

Observacio 2. O pardmetro Ag da Defini¢do 3.2 é chamado um valor de bifurcacéo sela-né do
tipo-k.

O teorema a seguir descreve o comportamento dinamico do sistema (2.2) préximo a um ponto de
bifurcacdo sela-nd do tipo-k, com k > 0, sua demonstragdo pode ser encontrada em [8].

Teorema 3.3. [8] Seja (x;,, Lo) um ponto de bifurcagdo sela-né do tipo-k, com k > 0 de (2.2).
Entdo existe uma vizinhanga U de x),, e § > 0 tal que, dependendo dos sinais das expressoes em
(C2) e (C3), ndo existe ponto de equilibrio em U quando A € (Ao — 8, Ao) [L € (Lo, Ao+ )] e
existem dois pontos de equilibrio em U para cada ). € (Ao, Ao + §) [L € (Ao — 8, Ap)]. Os dois
pontos de equilibrio em U sdo hiperbolicos do tipo-k e tipo-(k—+ 1), respectivamente. Além disso,
a variedade estdavel do ponto de equilibrio hiperbdlico tipo-k intercepta a variedade instdvel do
ponto de equilibrio hiperbdlico tipo-(k + 1) ao longo de uma variedade unidimensional.

Sejam x){o um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel de (2.2) e A;, (x){o) sua regido de
estabilidade para um pardmetro fixo A = Ag. Considere as seguintes afirmagdes:

(Al/) Todos os pontos de equilibrio em dA;, (x5 ) sdo hiperbdlicos ou pontos de equilibrio sela-
p q oW p p q
no.
(AZ/) As seguintes condicdes de transversalidade sdo satisfeitas:
(i) As variedades estaveis e instdveis dos pontos de equilibrio em 0 A, (x){o) satisfazem
a condi¢do de transversalidade.

(i) As variedades instaveis dos pontos de equilibrio e a componente estdvel da variedade
centro-estavel dos pontos de equilibrio do tipo-k,com 1 < k <n — 2, na dA;, (x){o)
satisfazem a condicdo de transversalidade.

(iii) As variedades instaveis dos pontos de equilibrio e a componente estdvel da variedade
central dos pontos de equilibrio sela-n6 do tipo-(n — 1) em 9A;, (x){o) satisfazem a
condig¢do de transversalidade.

Tend. Mat. Apl. Comput., 17, N. 1 (2016)



76 BIFURCACOES SELA-NO DA REGIAO DE ESTABILIDADE

(iv) As variedades estdveis dos pontos de equilibrio e a componente instdvel da varie-
dade central dos pontos de equilibrio sela-n6 do tipo-0 em 9A;, (x){o) satisfazem a
condi¢do de transversalidade.

(v) A componente estdvel das variedades centro-estaveis dos pontos de equilibrio sela-né
do tipo-k, com 1 < k < n — 2, e a componente instdvel da variedade centro-estavel
dos pontos de equilibrio sela-né do tipo-0 em 9A;, (x){o) satisfazem a condicdo de
transversalidade.

(vi) A componente estdvel das variedades centrais dos pontos de equilibrio sela-né do
tipo-(n — 1) e a componente instdvel da variedade cental dos pontos de equilibrio
sela-n6 do tipo-Oem 94, (x){o) satisfazem a condicdo de transversalidade.

As afirmagdes (Al/) e (AZ/) sao mais fracas que (A1) e (A2) respectivamente. Afirmagao (Al/)
permite a presenca de pontos de equilibrio ndo-hiperbdlicos sela-né na fronteira da regido de
estabilidade.

O teorema a seguir estuda o comportamento da fronteira da regido de estabilidade na vizinhanca
de um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo-k, com k > 0.

Teorema 3.4. (Comportamento da fronteira da regido de estabilidade na vizinhanca de um
ponto de equilibrio sela-né do tipo-k, com k > 0): Sejam xio um ponto de equilibrio hiperbélico
assintoticamente estdvel de (2.2) e Ay, (x){o) sua regido de estabilidade para » = Xg. Se as
afirmagoes (Al), (A2) e (A3) sdo satisfeitas em um intervalo aberto contendo Ao, exceto no
valor de bifurcacdo sela-né do tipo-k Lo, com k > 0, onde as afirmagoes (Al/), (AZ/) e (A3)
sdo satisfeitas e que as variedades instdveis de todos os pontos de equilibrio sela-né do tipo-r,
com r > 1 na fronteira da regido de estabilidade dA;, (x){0 ), tem intersecdo ndo-vazia com o
fecho da regido de estabilidade A, (x){0 ), entdo:

(1) Se (xy,, o) € um ponto de bifurcagdo sela-né do tipo-0, com xy, pertencendo a fronteira
da regido de estabilidade 0 A;,, (x){0 ), entdo existe B > 0 tal que para todo A € (Ao — B, Ao)
tem-se que

Y0 € 0AL(x]) e y;1 € 0AL(x3)

onde y,o e y,1 sdo os pontos de equilibrio hiperbélicos originados da bifurcagdo sela-no
do tipo-0.

(i1) Se (xp,, Ao) € um ponto de bifurcagdo sela-né do tipo-r, com r > 1, com xy,, pertencendo
a fronteira da regido de estabilidade 0A;, (x){0 ), entdo existe f > 0 tal que para todo
A€ (ko — B, Ao) tem-se que

wr € 0AL(X3) e yyr+1 € DA, (x3)
onde yr e y;e+1) sdo os pontos de equilibrio hiperbdlicos instaveis originados da bifur-

cagdo sela-no do tipo-r, comr > 1.
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Demonstragao. (i) Esse item foi demonstrado em [1]. (i) Como x, € dA;, (x){o), Wi‘o (x20)N
Aj (x){o) # () e as suposi¢coes (Al/), (AZ/) e (A3) sdo satisfeitas para A = Lo, podemos afirmar
que W}fo (x2) N Az (x){o) # (). Além disso, esta intersecdo € transversal. Por outro lado, como
Ajy (x){o) = W)fo (x){o), temos que W}fo (x39) N W)fo (x){o) # §. Exlorando o fato que W} (yyr) e
W) (x3) dependem continuamente de A podemos afirmar que existe 8 > 0 tal que W, (y;r) N
Wy (x3) # @ para todo 1 € (Ao — B, Lo), ou seja, W) (yar) N Ay (x]) # ¥ para todo A €
(Lo — B, Ao). Portanto, o Teorema 3-7 provado em [4] garante que yyr € 9A; (x3) para todo
L € (Ao — B, ko). Mostraremos agora que y,,+1 € 0A; (x;). Pelo Teorema 3.3 a variedade
estavel do ponto de equilibrio hiperbdlico tipo-r intercepta a variedade instdvel do ponto de
equilibrio hiperbélico tipo-(r+ 1) ao longo de uma variedade unidimensional, ou seja, W5 (y;r )N
W (yyr+1) # @. Como y;r € dA; (x}) para todo A € (Ao — B, Ao), novamente o Teorema 3-
7 provado em [4] garante que W} (y;r) S 0Ax(x}), logo Wi (y;r+1) N A, (x5) # 0, isto &,
Vyr+1 € 0A; (x3) paratodo A € (Ao — B, Xo) e o teorema estd provado. U

O Teorema 3.4 afirma que, na ocorréncia de uma bifurcacdo sela-né do tipo-r, com r > 1 na
fronteira da regido de estabilidade, necessariamente os dois pontos de equilibrio hiperbdlicos que
coalescem e desaparecem na bifurcacio sela-n6 pertencem a fronteira da regido de estabilidade.
Caso contrério, a suposicio genérica de transversalidade seria violada.

O corolério a seguir oferece uma caracterizacdo completa da fronteira da regido de estabilidade
na vizinhanga de um valor de bifurcagdo sela-n6 do tipo-k, com k > 0.

Corolario 3.5. (Caracterizacdo da fronteira da regido de estabilidade na vizinhanca de um
parametro de bifurcacdo sela-no do tipo-k, com k > 0): Sejam x){o um ponto de equilibrio
hiperbdlico assintoticamente estavel de (2.2) e Ay, (x){o) sua regido de estabilidade para ). = Ay.
Se as afirmacoes (Al), (A2) e (A3) sdo satisfeitas em um intervalo aberto contendo Ao, exceto
no valor de bifurcacdo sela-no do tipo-k Ao, com k > 0 onde as afirmacoes (Al/), (AZ/) e (A3)
sdo satisfeitas e que as variedades instdaveis de todos os pontos de equilibrio sela-né do tipo-r,
com r > 1 na fronteira da regido de estabilidade dA;, (x){0 ), tem intersecdo ndo-vazia com o
fecho da regido de estabilidade A, (x){0 ), entdo:

(i) Para A = Ao temos
043 (y) = Wi, i) U W ) U Wi @ U W @)
i j I m

onde wio sdo os pontos de equilibrio hiperbdlicos em 9Aj (x){0 ), p{o sdo os pontos de
equilibrio sela-né do tipo-0, leo sdo os pontos de equilibrio sela-né do tipo-k, com 1 <k <
n—2e q;f(‘) sdo os pontos de equilibrio sela-né do tipo-(n — 1) em 9 Ay, (x){o), i, j,l,m=
1,2,...

(i1) Existe € > 0 tal que, para todo A € (Lo — €, Lo),

04 () = Jwiwh) Wi oo U wioden
i J J
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onde wi sdo os pontos de equilibrio hiperbélicos perturbados em A (x3), yik e yik "
sdo os pontos de equilibrio hiperbdlicos instdveis originados da bifurcacdo sela-né do
tipo-k, com k > 0, que também pertencem a 0A; (x3), i, j,=1,2,....

(iii) Existe € > 0 tal que, para todo ) € (Ao, Ao + €),

0AL () = | wiwd)
i
onde wi sdo os pontos de equilibrio hiperbélicos perturbados em 9A; (x3), 1 = 1,2, ...

4 EXEMPLOS

Considere o sistema de equagdes diferencias

. = 1 — Asen(x) —2sen(x —y) @.1)
y = 1—3sen(y) —2sen(y — x)

onde (x; y; z) cR3ereR.

O sistema (4.1) possui, para Lo = 2, 84, um ponto de equilibrio hiperbdlico assintoticamente
estavel x){o = (0, 35; 0, 35) e um ponto de equilibrio sela-n6 do tipo-1 x;, = (1, 3; 3, 4). O ponto
de equilibrio sela-né do tipo-1 pertence a fronteira da regido de estabilidade 9;,(0, 35; 0, 35),
ver Figura 1. Para A = 2, 87, o sistema (4.1) possui um ponto de equilibrio hiperbdlico assinto-
ticamente estavel xi = (0,34;34), y,1 = (1, 15;3,33) um ponto de equilibrio hiperbdlico
instdvel do tipo-1 e y,2 = (1, 48; 3, 4) um ponto de equilibrio hiperbdlico instdvel do tipo-2.
Os pontos de equilibrio y,1 e y,2 sdo originados do ponto de equilibrio sela-né do tipo-1 em
uma bifurcagdo sela-né do tipo-1. Além disso, y,1 € 94, (0,34;34) e y,>» € 0A,(0, 34; 34), de
acordo com o Teorema 3.4, vide Figura 2.

Figura 1: O ponto de equilibrio sela-n6 do tipo-1 x;, = (1, 3; 3, 4) pertence a fronteira da regido
de estabilidade 0 A, (0, 35; 35).
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o5 ; : -

Figura 2: O ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo-1 (1, 15; 3, 33) e o ponto de equilibrio hi-
perbdlico do tipo-2 (1, 48; 3, 4) pertencem a fronteira da regido de estabilidade d A, (0, 34; 34).

5 CONSIDERACOES FINAIS E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho, estudamos o comportamento da regido de estabilidade de sistemas dinamicos
autdnomos ndo-lineares sob a varia¢do de parametros. Inicialmente, apresentamos um resultado
que descreve o comportamento local da fronteira regidio de estabilidade na vizinhanga de um
ponto de equilibrio sela-né do tipo-k, com k > 0. Uma caracterizacdo completa da fronteira
da regido de estabilidade na vizinhanga de um parametro de bifurcacdo sela-né do tipo-k, com
k > 0 também foi apresentada. Essa caracteriza¢io generaliza os resultados existentes na litera-
tura e demonstrados em [1]. Um exemplo para validar os resultados apresentados foi explorado.
Trabalho futuros nesta drea incluem a andlise de outros tipos de bifurcacdo na fronteira da regido
de estabilidade, tais como bifurcacdes de Hopf. Aplicagdes promissoras desses resultados in-
cluem a andlise de estabilidade de sistemas elétricos de poténcia, ver [7] e a teoria de redes
neurais artificiais, ver [1].

ABSTRACT. The behavior of the stability region of dynamic systems subject to parameter
variation is studied in this paper. The behavior of the stability region and its boundary when
the system undergoes a type-k saddle-node bifurcation, with k > 0 on the stability boundary
is investigated. A complete characterization of the stability boundary in the neighborhood of

a type-k saddle-node bifurcation value, with k > 0 is presented in this paper.

Keywords: stability region, stability boundary, saddle-node bifurcation.
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