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Resumo. Nesse trabalho apresentamos uma formalizacdo do conceito matemé-
tico de homotopia mergulhado no ambiente das fungoes intervalares definidas sobre
o conjunto dos intervalos com extremos reais I(R), tanto considerando a Scott-
continuidade quanto a Moore-continuidade.

Definimos o que é uma homotopia Scott intervalar, bem como o que é uma homo-
topia Moore intervalar. Em seguida mostramos que esses dois conceitos coincidem
para representagbes canodnicas. Para finalizar, mostramos alguns resultados en-
volvendo homotopia intervalar e conceitos relacionados, tais como composigao de
homotopias e retrato por deformagao.

Palavras-chave. Homotopia, Matemética Intervalar, Representacao Intevalar.

1. Introducao

Uma das primeiras pessoas a usar intervalos para descrever resultados de medi-
¢oes de distancia foi Norbert Wiener, em 1914. Além dele, Burkill [3], em 1924, e
Young [18], em 1931, descreveram conceitos de aritmética intervalar. No entanto,
os primeiros registos de trabalhos independentes devem-se a P. S. Dwyer [5], M.
Warmus [17], T. Sunaga [14] e R. E. Moore [7]. Mas quem ¢é considerado “o pai"da
matematica intervalar é Moore, devido a sua grande contribuicao para essa teoria
através de diversos artigos e em particular de sua monografia [§], onde ele introduz
a analise intervalar [6, 9, 11].

Em sua esséncia, a matematica intervalar busca resolver problemas que se con-
centram fundamentalmente em dois aspectos: na criagao de um modelo computaci-
onal que reflita de maneira fiel o controle e anélise dos erros que ocorrem no processo
computacional, bem como na escolha de técnicas de programagao adequadas para
desenvolvimento de softwares eficazes na minimizagao de erros nos resultados.

Com o intuito de desenvolver novas técnicas dentro da matematica intervalar é
que propusemos, nesse trabalho, um estudo do conceito de homotopia (veja [4, 10,
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16]) mergulhada no ambiente da matemaética intervalar. Assim, buscamos definir
a ideia de homotopia intervalar, tanto considerando a Scott-continuidade, quanto
a Moore-continuidade. Formalmente falando, desejamos interpretar como a nogao
de deformagao continua de uma fungao f em uma outra g, com mesmo dominio e
contradominio — realizado matematicamente através da construg¢ao de uma fungao
continua (homotopia) H parametrizada no intervalo real [0,1], que, para cada ¢ €
[0,1], define uma func¢éo continua com mesmo dominio e contradominio de f e g,
coincidindo com f, parat =0, e com g, para t = 1 — se comporta quando pensamos
na continuidade como sendo a continuidade de Scott (ou Moore) (veja [13, 2]) para
funcgoes intervalares.

Como resultado, demonstramos algumas propriedades que a homotopia interva-
lar goza, além de relaciona-las com outros conceitos diretamente ligados & matema-
tica intervalar, tais como, representagao intervalar (representac¢io candnica). Além
disso, demonstramos que, a menos de homeomorfismos, a reta real R tem o mesmo
tipo de homotopia que IR (conjunto dos intervalos fechados com extremos reais).

Alguns resultados s@ao apresentados aqui sem demonstragdo, entretanto, uma
prova formal para cada um deles pode ser encontrada em [13].

2. Homotopia

No que segue estamos sempre considerando I = [0, 1]. Lembremos também que
uma funcao f, entre espagos topologicos X e Y, é continua se, e somente se, a
imagem inversa de conjunto aberto é um conjunto aberto, isto é, se V' é aberto em
Y, entdo devemos ter f~1(V) aberto em X.

Definigao 2.1. Sejam f,g : X — Y duas funcgoes continuas entre os espagos
topologicos X e Y. Dizemos que [ e g sGo homotdpicas, e denotamos por f = g, se
existir uma fungdo continua F : X x I — Y tal que F(z,0) = f(z) e F(x,1) =
g(x), para todo x € X. A fungio F é chamada de homotopia entre f e g.

Vale observar que, uma homotopia pode ser pensada como sendo uma deforma-
¢ao continua de f em g, com parametro t, isto é, para cada t € I, F(z,t) é uma
funcao continua de X em Y. Dessa forma, uma outra maneira de representar uma
homotopia é fazendo F(x,t) = F;(x) para cada ¢t € I. Nesse caso, Fy(x) = f(z) e
Fi(z) = g(z). Faremos uso das duas notagoes no decorrer do texto, de acordo com
a necessidade ou conveniéncia em cada caso.

Exemplo 2.1. Sejam R o conjunto dos mimeros reais e f,g : X — R? duas
fungées continuas. E fdcil verificar que a aplicagio dada por F(x,t) = (1—1t)f(x)+
tg(x) € uma homotopia entre f e g, a qual chamamos de homotopia linear. Note
que, F €, para cada x € X, exatamente o segmento de reta que une os pontos f(x)
e g(z) (veja figura abaizo).

Lema 2.1. A relacio = € de equivaléncia.

Demonstragao. Lembremos primeiramente que uma relagao de equivaléncia é uma
relacao R que satisfaz as seguintes propriedades:
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1) x,

g(x)

Figura 1: Homotopia linear entre f e g (Munkres [10])

o (Reflexividade) Para todo z, xRx;
e (Simetria) Se xRy, entdao yRux;
e (Transitividade) Se xRy e yRz, entdo zRz.

Logo, a relagao = é claramente reflexiva, isto é, para toda funcao continua f, tem-se
f = f, posto que a aplicagdo F' dada por F(z,t) = f(z), para todo t € I, faz o
papel dessa homotopia. Ainda, facilmente se verifica que, se F' é uma homotopia
entre as funcdes f e g, entdo G(z,t) = F(x,1 —t) é uma homotopia entre g e f.
Resta portanto verificar a transitividade.

Assim, suponhamos que f = g e g = h e que F e GG sejam, respectivamente,
essas homotopias. Logo, a aplicagao dada por

B F(z,2t), setel0,1/2]
H(x,t) = { G(z,2t—1), setel[l/2,1]

é uma homotopia entre f e h, como queriamos demonstrar. O

3. Scott e Moore Continuidade para Intervalos

Consideremos o conjunto dos nimeros reais R. A partir dele podemos definir o
conjunto I(R) = {[a,b] | a,b € R e a < b} de todos os intervalos em R. Em 1962,
Moore definiu sobre esse conjunto uma métrica di(X,Y) = max(|z—vy|, |[T—7|), onde
X =[z,7] e Y = [y,7], a qual foi batizada com seu nome. Como é natural, a partir
de uma nocao de distancia (métrica) é possivel estabelecer a ideia de continuidade.

Definigao 3.1. Uma fungao intervalar f : I(R) — I(R) € dita Moore-continua se,
para todo X € I(R) e todo € > 0, existir um 6 > 0 tal que, para todo Y € I(R) se
di(X,Y) < 8 entdo di(f(X), f(Y)) <e.
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(X —m(X))
b 2
% para todo X = [a,b] € I(R), é Moore-continua (veja [18]). Note que, a fungao

Exemplo 3.1. A fun¢do dada por M(X) = m(X) + , onde m(X) =

M € intervalar, considerando que todo intervalo pode ser escrito como a soma de um
nimero real com um intervalo simétrico da sequinte forma: X = [a,b] = m(X)+W,

onde W = %(b— a)[-1,1].

Por outro lado, é possivel definir uma outra nocao de continuidade para fungoes
intervalares, a Scott-continuidade. Para isso, basta considerarmos em I(R) a ordem
de informacao dada por [a,b] C [e,d] se, e somente se, a < ¢ < d < b, para todo
[a,b], [c,d] € I(R).

Defini¢ao 3.2. Dizemos que uma fungio f : I(R) — I(R) € Scott-continua se
para todo conjunto dirigido* A de I(R), f(L|A) =] f(A)5.

Observagao 3.1. Note que, toda func¢ao intervalar F Scott-continua é natural-
mente inclusio monotonica, isto é, F(X) C F(Y) sempre que X CY. Vale ressal-
tar que desse ponto em diante, a expressao “inclusao”faz referéncia a inclusao de
intervalos com relacdo & ordem de informagao. Lembremos ainda que, uma funcao
real f € dita monotdnica, se para todo x ey tais que x < y, tem-se f(z) < f(y).

Exemplo 3.2. (Santiago [13]) A funcao F : I(R) — I(R) definida por

_f [-1,1], se0€eX;
F(X) = { [0,0], demais casos.
€ Scott-continua. Com efeito, F € naturalmente monotonica. Além disso, supo-
nhamos que A seja um conjunto dirigido. Se 0 € | |A entao F(]A) = [-1,1]
e também, para cada X € A wvale 0 € X, de modo que F(X) = [-1,1]. Logo
LI F(A) =[-1,1]. Por outro lado, se 0 ¢ | |A, entdo F(| |A) = [0,0] e, para algum
X € Acom0 ¢ X, tem-se F(X) = [0,0]. Portanto, F(A) = {[-1,1],[0,0]} ou
F(A) ={[0,0]}. Em ambos os casos, | | F(A) = [0,0].

4. Representacao

Definicao 4.1. Uma funcao intervalar F' € correta com rela¢ao a uma funcao real
| se satisfaz a seguinte propriedade: z € [a,b] = f(z) € F([a,b]). Neste caso,
dizemos também que F' € uma representacao intervalar de f.

Um fato importante, que devemos ressaltar, é que nem toda funcao real admite
um representacao intervalar. A exemplo disso, para a funcao

1 .
= sex>0;
1, demais casos.

)= {

4Dado um poset (P, <), um subconjunto A # ) de P ¢ dito um conjunto dirigido, se cada par
de elementos de A possui um majorante.
5] A ¢é o supremo do conjunto dirigido A. No caso de (I(R), C), existe sempre | | A.
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néo é possivel definir um representagao intervalar F' tal que, para todo z € [-1,1],
f(z) € F([-1,1]), visto que f possui assintotas. Por esse motivo, nos restringiremos
daqui por diante & classe de fungoes nao assintéticas.

Lema 4.1. Toda fun¢ao monoténica (com relagio & inclusio) F : I(R) — I(R)
representa alguma funcgdo real f.

Corolario 4.1. Toda funcao intervalar F' Scott-continua representa alguma func¢do
real f.

Defini¢ao 4.2. Dada f : R — R, se f € uma fungao real nao-assintdtica, a

fungao f([a,b]) = [min f([a, b]), max f([a,b])] para todo [a,b] € I(R), é chamada
representacao canoénica de f.

De um ponto de vista mais informal, a representagao canénica de uma fungao

real f vale exatamente o menor intervalo contendo f([a,b]), para cada intervalo
[a,b] € I(R).

Lema 4.2. Se f : R — R ¢é continua, entdo para todo [a,b] € IR, tem-se que

-~

f(la,b]) = f([a,b]).
Corolario 4.2. Se f : R — R ¢ continua e y € f([a,b]), entdo f~ (y) N [a,b] # 0.

O colorario acima aponta para uma consequéncia importante do fato de termos

f([a, b)) = f([a,b]), quanto f é continua, o de que f, quando restrita ao intervalo
[a, b], é sobrejetiva.

Proposigao 4.1. Para toda representagao intervalar F' de uma fungao real f, tem-
se que F C f9.

Observagao 4.1. Em geral, Scott-continuidade e Moore-continuidade ndo sao con-
ceitos equivalentes. A exemplo disso, em [13] Santiago et al. mostram que a fun-
cao intervalar M apresentada no Exemplo 8.1 € Moore-continua, mas nao Scott-
continua, enquanto que a F do Exemplo 3.2 refere-se a contrapositiva desse fato.
Entretanto, se as fungdes intervalares em questdo forem representacoes canodnicas de
fungdes continuas, entao esses conceitos coincidem. O teorema a sequir estabelece
essa relagao.

Teorema 4.1. (Teorema da Representagao) Seja f uma fungdo real. Entao,
1. f € continua se e somente se f € Scott-continua.

2. f € continua se e somente se, f € Moore-continua.

6Para quaisquer fungdes intervalares F' e G definidas em IR, dizemos que F' C G se, para todo
X € 1R, vale que F(X) C G(X).
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5. Homotopia Intervalar

Desenvolvemos nessa segao, o principal objetivo desse trabalho, isto é, apre-
sentamos aqui a nogao de homotopia intervalar, bem como a prova de alguns fatos
relacionados a esse conceito.

A propriedade forte por tras da definicdo de homotopia, como podemos perceber
na Definicao 2.1, é a continuidade. Logo, é perfeitamente plausivel pensarmos em
definir homotopia dentro do ambiente das funcoes intervalares. Entretanto, preci-
samos tomar o cuidado especial de especificar o “tipo"de continuidade que estamos
considerando, tendo em vista que no ambiente intervalar, desfrutamos de pelo me-
nos dois conceitos de continuidade, a Scoot e a Moore, como vimos anteriormente.
Isso provoca uma bifurcagao na maneira de se definir homotopia, como veremos a
seguir.

Definicao 5.1. Sejam f, g : [(R) — I(R) duas fungoes Scott-continuas. Uma apli-
cagao G : I(R) x I — I(R) € dita uma homotopia Scott-intervalar (SI-homotopia)
entre f e g se, G € Scott-continua, Go([a,b]) = f([a,b]) e G1([a,b]) = g([a,b]) para
todo [a,b] € I(R). Neste caso, dizemos que f e g sao SI-homotdpicas e denotamos
por f =51 g.

Exemplo 5.1. Definamos a funcao

_ [_272]7 SGOEX;
GlX) = { [0,0], demais casos.

Entao, a aplicagio H : I(R) x I — I(R) tal que, a cada t € I, satisfaz: Hy(X) =
[-1—t,141¢ se0€ X e H(X)=[0,0] caso contrdrio, para todo X € I(R), é uma
SI-homotopia entre a funcao F do Exemplo 3.2 e a func¢ao G.

Definigao 5.2. Sejam f,g : I(R) — I(R) duas fungées Moore-continuas. Uma
aplicagio G : I(R) x I — I(R) € dita uma homotopia Moore-intervalar entre f e
g, MI-homotopia por simplicidade , se G é Moore-continua, Go([a,b]) = f([a,b]) e
ainda G1([a,b]) = g([a,b]) para todo [a,b] € I(R). Neste caso, dizemos que f e g
sao MI-homotdpicas e denotamos por f <nr g.

Exemplo 5.2. Dadas as fungoes M do Exemplo 3.1 e a identidade Idyg) sobre
I(R), a aplicagio L : I(R) x I — I(R), tal que, para cada t € I, € dada por
Li(X) = (1 =t)M(X) + tldyr)(X) para todo X € I(R), define uma MI-homotopia

entre elas.

Observagao 5.1. As relagoes =pr € =s1, por sua vez, também sao relagoes de
equivaléncia, e uma demonstragdo, semelhante & feita no Lema 2.1, pode ser dada
para esses casos.

Lema 5.1. Se H € uma homotopia no sentido usual, entao fAIt = I/‘I\t parat e I.

Demonstragio. Para todo [a,b] € I(R) e t € I, temos

~ ~

Hila,b) = H([a,b],t)

= [min H([a,b], t), max H([a, b],t)]
[EinHt[a,b],math[a,b]]
Ht[a,b] O
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Tendo em vista que as definigbes de Scott-continuidade e Moore-continuidade
nao sao equivalente, é de se esperar que as nog¢oes de SI-homotopia e MI-homotopia
também nao coincidam. De fato, da Observagao 4.1, podemos concluir que a aplica-
¢ao G do Exemplo 5.1 é uma SI-homotopia, mas nao é uma MI-homotopia, enquanto
que a homotopia L do Exemplo 5.2 faz o papel inverso.

Entretanto, mais uma vez, no mundo das representagoes canonicas, esses con-
ceitos coincidem, como podemos ver no teorema abaixo.

Teorema 5.1. Sejam f,g: R — R duas fung¢oes continuas e f,ﬁ suas represen-
tagdes canodnicas, respectivamente. Se H € uma homotopia entre f eg, entdo a
representagdo candnica de H, dada por Hila,b] = [min Hy[a, b], max Hila,b]] € uma
homotopia Scott-intervalar (Moore-intervalar) entre fed.

Demonstragao. Como, para cada t € I, H; é continua, entdo, do Teorema 4.1,
segue que H; é Scott-continua (Moore-continua). Além disso, como, do Lema 5.1,
sabemos que ff\t = fAIt, entdo H é também Scott-continua (Moore-continua). Além
disso, temos que

~

1. ﬁo[a,b] = [min Hy[a, b], max Hy[a, b]] = [min f[a, b], max f[a, b]] = f|a,b]
2. Hi[a,b] = [min Hy|a, b], max Hi[a, b]] = [min g[a, b], max g[a, b]] = gla, b]

Portanto, de 1. e 2. e da Definicdo 5.1 (Defini¢ao 5.2), segue que H ¢ uma
homotopia Scott-intervalar (Moore-intervalar). O

Devido ao que foi estabelecido no teorema acima, no que segue, quando estiver-
mos falando de homotopia entre representagoes candnicas, usaremos simplesmente o
termo homotopia intervalar, a menos dos casos em se fizerem necessérias as devidas
distingoes.

Observagao 5.2. Seja H uma homotopia entre as fungoes reais f e g. Um impor-
tante consequéncia da Proposicio 4.1, € que F C H, qualquer que seja a represen-
tacao intervalar F de H.

Agora, consideremos H uma SI-homotopia entra duas fungoes intervalares F' e
G Scott-continuas. Queremos provar que é possivel construir uma homotopia entre
convenientes fungoes reais f e g cuja representacoes intervalares sao F e (G, respec-
tivamente. Para isso, provemos as seguintes afirmacoes:

Afirmacado I: F e G representam as fungoes reais F(x) = min F([z,z]) e
G(z) = min G([z, z]) respectivamente, para todo x € R.

Com efeito, se € X = [z,T| entdo [z,z] C X. Assim, temos que F([z,z]) C
F(X) pois F' é monotonica, e consequentemente F'(x) = min F([z, z]) € F(X), isto

é, segue da Definicao 4.1 que F' é uma representacgao intervalar de F.

Afirmacao II: As funcées reais F' e G sao continuas.
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Para provar esse fato, basta considerarmos em I(R) a quasi-métrica dada por
q¢i([z, 7], [y,7]) = max{y — z,T — 7,0} definida por Acidly e Bedregal em [1], a
qual permite formalizar a ideia de gi-continuidade” que é equivalente & nocao de
Scott-continuidade para fungdes intervalares, como podemos ver em [12, 13].

Logo, sendo z,y € R, dado € > 0, existe § > 0 tal que qi([z,z],[y,y]) < I =
qi(F([z,z]), F([y,y])) < e. Por um lado,

qi(lz, 2], [y.y]) <6 = |z —y| <6 (5.1)

Por outro lado,

qi(F([z,z]), F([y,y])) < &= max{|F([y,y])—F([z,z])|, [F([z,z])-F([y,y])|, 0} < ¢

= max{|EF(y) — F(z)|,|F(x) — F(y)|,0} < ¢ = |E(z) — E(y)| < ¢, isto é, temos
qi(F([z, z]), F([y, y]) <e = |E(x) - E(y)| <e (5.2)

Portanto, segue das equagoes (5.1) e (5.2) que, para todo € > 0 dado, existe
0 > 0 tal que, se |z — y| < § tem-se |[F(z) — F(y)| < €, o que prova a continuidade
de F. Analogamente, verifica-se a continuidade de G.

Assim, dada a SI-homotopia intervalar H entre as fungoes intervalares F' e G,
se tomarmos, para cada t € I, M;(x) = H(x) = min Hy([z, z]) para todo z € R, a
fungao M : Rx I — R tal que M(x,t) = Hy(z), é uma homotopia entre as fungoes
reais F' e G. Logo, podemos enunciar a seguinte proposicao.

Proposigao 5.1. Seja H uma SI-homotopia entre as funcoes intervalares Scott-
continuas F e G. A fun¢io M : R x I — R tal que, para cada t € I, My(x) =
min Hy([z, z]), © € R, € uma homotopia entre F e G.

Note que, a proposi¢ao acima nao vale para fung¢oes intervalares Moore-continuas,
visto que nao é possivel garantir que uma fungao Moore-continua qualquer seja a re-
presentacao intervalar de alguma funcao real continua. Para que o resultado acima
fosse valido no ambiente das fungoes intervalares Moore-continuas, teriamos que
exigir que tanto H quanto F' e G fossem inclusdes monotonicas.

Teorema 5.2. Sejam f < g e h = k. Entao fOﬁ w go E, desde que essas
COMPOSIcOes Sejam possiveis.

Demonstra¢ao. Sejam G a homotopia entre f e g e K a homotopia entre h e k.
Assim a aplicacao dada por

h(Ga:([a,b])), sete[0,1/2
Hy([a,b]) = { th:(Qgga,bB%a sete {1/2{1}

é uma homotopia intervalar entre fo he go k. O

"Uma fungdo F : I(R) — I(R) é gi-continua, se VX € I(R), Ve > 0, 3§ > 0, VY € I(R),
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Proposigao 5.2. Sejam f, g e h fungées reais continuas. Se H € uma homotopia
entre f e g e G € uma homotopia entre g e h, entao as representagoes intervalares de
H e G, dadas, respectivamente, por Hy([a,b]) = Hi([a,b]) e Gi([a,b]) = Gi([a, b)),

~ ~

para cada t € I, sao tais que Go Hy = Gy o Hy.

Demonstragao. Levando em consideragao que (G o H).([a,b]) = G¢(H¢([a, b])), para
todo [a, b] € I(R), entdo,

GioHy([a,b]) = Gi(H([a,]))
= Gi(H¢([a,b])) pelo Lema 5.1
= Gy(H([a, b)) pelo Lema 4.2
= Gi(H([a,b]) pelo Lema 5.1
= G¢(H:([a,b])) pelo Lema 4.2
— (GoH)(lat)
= (G o H)(la,b]) pelo Lema 4.2
G o Hy(Ja,b])

O

Em geral, dadas duas funcoes reais f e g componiveis, a identidade f/o\g = fog
nao vale, isto é, a representagao canénica nao preserva composicao. A exemplo disso,
consideremos as fungodes reais f(z,y) = z -y e g(x) = (x,x) para todo z,y € R.
Logo, suas representantes canoénicas sao f(X ,Y) = X .Y = [min W, max W] onde
WAz y,2-9,7 9,77} e §(X) = ([min g(X), max g(X)], [min g(X), max g(X))
para todo X = [z,7],Y = [y,7] € I(R), respectivamente. Portanto, por um lado,
temos

~ o~

feog(X) = f([ming(X), max g(X)], [min g(X), max g(X)]) = [min M, max M]
onde M é como em W. Por outro lado,
m(X) = [min X?, max X?]

0 que nos permite concluir que f o g # fo g.
A proposi¢ao acima mostra que esse tipo de problema ndo acontece em nivel de
homotopia intervalar.

6. Retrato por Deformacao

Seja M um subespago do espago topologico X. Dizemos que M é um retrato por
deformacao de X se a aplicagao identidade sobre X é homotopica a uma aplicacao
que leva todos os elementos de X para M, de forma que, todos os pontos de M
permanecam fixos durante a homotopia. Isso significa dizer que, existe uma homo-
topia H : X x I — X tal que H(z,0) = e H(x,1) € M para todo z € X. A
aplicacao r : X — M definida por r(x) = H(x,1) é uma retracido de X em M e
H é uma homotopia entre a aplicagao identidade em X e jor, onde j: M — X
é a inclusao.
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Claramente, o conceito de retrato por deformacao é aplicavel no ambiente in-
tervalar. Se trocarmos a homotopia pela homotopia intervalar (tanto no sentido
de Scott quanto no de Moore), podemos dizer que M é um retrato por defor-
magao de I(R) se existir uma homotopia intervalar H entre Idyg) e a funcdo
jrorr: I(R) — I(R), onde r; e j; s@o versoes intervalares de uma dada retracao
r e de uma inclusao j, respectivamente.

Consideremos o subconjunto T'ot(I(R)) = {[z, z] | x € R} de I(R). Nao é dificil
verificar que Tot(I(R)) quando restrito a ordem de I(R), possui o mesmo tipo de
estrutura que I(R).

Teorema 6.1. O conjunto Tot(I(R)) é um retrato por deformagao de I(R).

Demonstragao. Definamos a aplicagdo H : I(R) x I — I(R) por

], set#1;

1—1t)a,b],
], set=1.

_J K b
Ht([aab]) - { b,b

Precisamos mostrar que | | H;(A) = H(| | A) para todo subconjunto dirigido A
de I(R). Recordemos que

e [a,b] C [c,d] se e somente se a < ¢ < d < b.

N

e Denotando X = [z, 7], temos que | |A = [ |A,[]A] onde | |A = sup{z | X €
A} e[ JA=inf{Z | X € A}.

Assim, suponhamos que A seja um conjunto dirigido e seja X = [2,7] € A

arbitrario. Temos que, para t # 1, Hy(| |A) = H:([LIA,L|A]) = [(1 =) A, 4]
e H(X) =[(1 —t)z, =] para todo X € A.

Como |_|A 3 X, qualquer que seja X € A, entéo [| |A,| |A] D [z, 7] e portanto,
z<|JAL|JAKT. Logo, 1—t)z < (1 -8 |AL|JAL T vistoquel—¢>0,0
que nos permite concluir que

(-nlaJal 20 - b7

isto é, | | H:(A) é cota superior do conjunto Hy(| | A).

Resta provar que | | H;(A) é a menor das cotas superiores de Hi(| |A). Para
isso, suponhamos que [¢,d] é tal que [z,T] C [c,d] para todo X € A. Entdo, por
defini¢ao, sabemos que z < ¢ < d < Z. Como | |A =sup{z | X € A}, segue que

| |a<e (6.1)
Analogamente, verifica-se que
a<| |A (6.2)

Portanto, de (6.1) e (6.2), temos que [ |A,| |A] C [¢,d], como queriamos de-

monstrar. O
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Observagao 6.1. Vale ressaltar que a homotopia intervalar H exibida na demons-
tracao da proposi¢ao acima ndo € unica. Na verdade, existem diversas formas de
construir convenientemente essa H como podemos, por exemplo, citar

a, (1 —t)b], set#1;

oy = { W07

Dizemos que dois conjuntos X e Y possuem o mesmo tipo de homotopia se dadas
fungoes continuas f : X — Y e g: Y — X tivermos que g o f é homotopica a
identidade em X e f o g é homotopica a identidade em Y. Neste caso, f e g sao
ditas homotopicamente equivalentes e g é chamada de inversa homotdpica de f.

Note que, se A é um retrato por deformagao de X, entao A e X tém o mesmo
tipo de homotopia, visto que a composicao r o j, entre a inclusao j: A — X e a
retracdo r : X — A, é igual a identidade em A, enquanto que j o r é homotopica,
por definigao, a identidade em X. Logo, podemos concluir, a partir do teorema 6.1,
que Tot(I(R)) tem o mesmo tipo de homotopia que I(R).

O interessante é que, considerando o importante fato de que Tot(I(R)) é home-
omorfo ao conjunto dos niimeros reais R (veja [12]), podemos afirmar que, a menos
de homeomorfismos, I(R) e R tém o mesmo tipo de homotopia.

7. Consideracoes Finais

A ideia de relacionar o conceito de homotopia e matematica intervalar (veja, por
exemplo, [11]), apesar de ainda ter sido pouco explorada, parece ser muito inte-
ressante. Na verdade, constitui um verdadeiro mundo novo para se pesquisar, em
virtude da teoria de homotopia ja ser bastante desenvolvida e de ainda, por existirem
poucos trabalhos que tratam especificamente desse tema na matemaética intervalar.

Para trabalhos futuros, nosso interesse agora é introduzir o conceito de homoto-
pia para fungoes intervalares definidas sobre reticulados, visto que a partir de um
dado reticulado podemos construir uma versao intervalar dele. Além disso, gosta-
riamos também de atrelar a ideia de homotopia as t-normas intervalares, perfazendo
assim um amplo campo de estudo (veja [2]).

Abstract. We present a mathematical formalization of the concept of homotopy to
interval functions defined on the set of intervals with real extreme I(R) considering
both Scott-continuity and the Moore-continuity.

We define what is an interval Scott homotopy as well as what is an interval Moore
homotopy . Then we show that these two concepts coincide for canonical represen-
tation. Finally, we present some results involving interval homotopy and related
concepts such as composition of homotopy deformation and portrait.
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