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Resumo. A partir do conceito de integrais de Mellin-Barnes, apresentamos a
fungao de Fox e algumas de suas propriedades a fim de discutir a equagao diferencial
fracionaria associada ao problema do telégrafo.
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1. Introducao

Chama-se funcao especial a toda fungdo que, em geral, pode ser inserida numa
particular classe de fungbes. Por exemplo, a fungao de Legendre é um caso particular
da classica funcao hipergeométrica que, por sua vez, é um caso particular da classe
das fungoes hipergeométricas. Em completa analogia, a fungao de Bessel é um caso
particular da funcao hipergeométrica confluente a qual é obtida, através de um
conveniente processo de limite, a partir da classica func¢do hipergeométrica [3].

Sao varias as maneiras de se efetuar um estudo sistematico envolvendo as fun-
¢Oes especiais das quais podemos mencionar: (a) a partir de uma funcdo geratriz
[14]; (b) utilizando relagdes de recorréncia [32]; (c) usando a respectiva equagao
diferencial ordinéria, quando pertinente®, bem como (d) a partir de representacdes
integrais [36], dentre outras. Visto que colocamos uma restri¢do (pertinéncia) po-
demos formular a pergunta: Existe uma maneira geral de se abordar as fungoes
especiais?

Antes de respondermos a esta pergunta, vamos nos restringir a classe de fungoes
especiais contendo apenas uma variavel independente.® Agora sim, neste caso, uma
maneira conveniente de abordar este estudo é através das chamadas integrais (no
plano complexo) de Mellin-Barnes, conforme introduzidas, num trabalho pioneiro,
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por Pincherle [29] e desenvolvida a teoria por Mellin e, nas aplica¢ées, por Barnes
que, por isso, hoje, justificam o nome de integrais de Mellin-Barnes.” Estas integrais
se caracterizam por conterem no integrando, de um modo geral, um quociente entre
produtos de funcoes gama. Como complemento & resposta da pergunta, aqui, vamos
considerar a classe de fun¢oes conhecida pelo nome de funcao H de Fox [13]. Esta
fungdo admite um importante caso especial, a chamada fungdo G de Meijer [27], que
por sua vez congrega, obtidas como casos particulares, todas as classicas fungoes
especiais da Fisica-Matemaética, dentre elas as fungbes hipergeométricas [17].

A fim de justificar a importancia do estudo das fungoes de Fox e suas aplica-
¢Oes mencionamos alguns recentes trabalhos onde tal funcao emerge naturalmente,
a saber: no estudo da equagao de Schrodinger com potenciais tipo delta [4]; no tu-
nelamento [5]; no estudo de espalhamento [28]; equagao de difusdo ndo Markoviana
[19]; dentre outros [26].

Em resumo, vamos apresentar a fungao H de Fox através das integrais de Mellin-
Barnes e discutir algumas propriedades a fim de, como aplicagao, resolver a equagao
diferencial fracionéria associada ao problema do telégrafo e recuperar, como caso
particular, um recente resultado [35].

Este trabalho esta disposto da seguinte maneira: Na Secao 2, introduzimos as
integrais de Mellin-Barnes exemplificando a sua utilidade no caso da cléssica funcao
hipergeométrica. Na Secao 3, apresentamos a funcao H de Fox e mencionamos
apenas as propriedades que serao utilizadas no decorrer do trabalho, especificamente
na Secao 5. Na Sec¢ao 4 efetuamos um resumo das preliminares envolvendo o calculo
fracionario, em particular as transformadas de Laplace e Fourier a fim de resolver, na
Secao 5, o problema do telégrafo na versao fracionaria, isto é, a equagao diferencial
parcial fracionaria associada ao problema do telégrafo.

2. As Integrais de Mellin-Barnes

Em um recente artigo Mainardi-Pagnini [23] recuperaram os resultados de Pincherle
[29] onde foi introduzido, pela primeira vez, a partir do chamado “principio da
dualidade”, as hoje conhecidas como integrais de Mellin-Barnes®. Também recente
é o artigo de Saxena [33], onde é apresentado um resumo da vida académica de Fox,
em particular como foi introduzida a funcao H de Fox em termos das integrais de
Mellin-Barnes. Infelizmente, no artigo de Saxena nao é feita nenhuma mengao ao
artigo de Mainardi-Pagnini, apesar de terem sido dados créditos aos trabalhos de
Pincherle do ano de 1888.

Em analogia as transformadas de Laplace e de Fourier, podemos introduzir a
transformada de Mellin através de um par de integrais, isto é, a transformada de
Mellin direta e a respectiva transformada de Mellin inversa. No caso particular
de a fung@o a ser transformada conter uma ou mais fungbes gama, vamos obter

"De todas as integrais que contém funcdes gama em seus integrandos, as mais importantes sdo
as assim chamadas integrais de Mellin-Barnes. Tais integrais foram introduzidas por Pincherle em
1888; sua teoria foi desenvolvida, em 1910, por Mellin e foram usadas por Barnes na integragao
completa da equagdo hipergeométrica. Tradugao livre [9].

8S30 dois trabalhos que constam do Volume I delle Opere Scelte, Unione Matematica Italiana,
Edizioni Cremonese, paginas 223-230 e 231-239, (1954), respectivamente.
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as chamadas integrais de Mellin-Barnes. Tais integrais desempenham um papel
fundamental, em particular, como vamos ver na Segao 3, no estudo das fungoes H
de Fox que, como ja afirmamos, contém, como casos particulares, todas as classicas
fungoes especiais da Fisica-Matemaética e os varios tipos de fungoes de Mittag-LefHler
e a chamada fun¢ao de Wright-Fox [21], dentre outras.

Aqui, por entendermos que as transformadas integrais desempenham um papel
importante quando da resolu¢ao de um problema envolvendo uma equagao diferen-
cial, ordinaria ou parcial, e condigoes iniciais/contorno, vamos introduzir as integrais
de Mellin-Barnes através de uma conveniente transformada inversa, em particular,
a transformada de Mellin.

Para tal, introduzimos, na forma de um teorema, o par de transformadas de
Mellin, ou seja, a transformada direta e a respectiva transformada inversa.

Teorema 2.1 (Transformada de Mellin). Considere f(x) uma fun¢do tal que a
integral [ x*71| f(z)|dz seja limitada para algum k > 0. Se a transformada de
Mellin € dada pela integral

M{f)) = F(s) = [ a1 fa)da,
0
entao a transformada de Mellin inversa é dada por [34]
1 1ot _
M [F(s)] = f(x) = 50 /C_ioo F(s)z°ds,
onde ¢ > k.

Chama-se integral de Mellin-Barnes a toda integral no plano complexo cujo in-
tegrando contempla pelo menos uma fung¢ao gama. Convém ressaltar que Pincherle
[29] obteve a seguinte formula

1 a+100 HF(I o pz)
o 1= xt
U(t) = %/a ————e"dx
F(,T — O'i)

—

com a > Re{p1,p2,...,pm}, cuja convergéncia foi provada usando uma férmula
assintotica para a funcao gama. Esta integral pode ser considerada como o primeiro
exemplo na literatura do que é hoje conhecido com o nome de integral de Mellin-
Barnes [23].

2.1. Funcao Hipergeométrica

A fim de exemplificarmos o célculo explicito de uma transformada de Mellin, va-
mos obter a transformada de Mellin da funcao hipergeométrica, ou seja, calcular a
seguinte integral

M Fi(a,byc;—x)] = / z* "5 F (a, by ¢; —z)d,
0
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onde a,b,c € C e Re(s) > 0.
Para calcular esta integral, utilizamos a representacao integral devida a Euler,
j& invertendo a ordem das integragoes, de modo a obtermos

ZCS_l

gﬁbFl (a7 bic; —CL‘)] _ % ‘/0 fb_l(l . f)c_b_1d§ . ‘/000 mdl‘-

Primeiramente, introduzimos a mudanga de variavel z = (1 —t)/t£ cuja integral
na variavel ¢t é dada em termos de uma funcao beta. Enfim, novamente utilizando
a definigao da funcao beta para integrar na variavel £, obtemos

I'(c)T(s)'(a — s)I'(b—s)

M2Fr(abie:=o)] = =5 O PO e =)

para Re(s) > 0, Re(a — s) > 0, Re(b—s) > 0 e Re(c — s) > 0.
A partir do teorema envolvendo o par de transformadas de Mellin podemos
escrever a respectiva transformada de Mellin inversa

T'(c)T'(s)T(a — s)T'(b — s)
L(a)T(b)T(c — s)

o1 [ } = Fi(a,b;c; —x).
Enfim, introduzindo a integral da transformada inversa podemos escrever a seguinte
representacao integral, no plano complexo, para a cléssica fungao hipergeométrica

oL Dl 1 T I(eT(a-s)Pb—s),
2F1(a,b;c;2) = W%[v Tlc— ) (—z)"*ds,

—100

onde a,b,c € C e min{Re(a),Re(b)} >~v >0, c#0,-1,-2,... e Jarg(—2)| < 7. O
caminho de integracao é tal que os polos em s = a+n e s = b+ n estejam separados
daqueles em s = —n comn =0,1,2,...

Esta representacao integral para a classica fungao hipergeométrica, nada mais é
que uma integral do tipo Mellin-Barnes.

3. Funcgao H de Fox

A fun¢do H, conforme introduzida por Fox em 1961 [13], é uma fungéo especial que
contempla, como casos particulares, varias funcoes especiais da Fisica-Matematica
e que permite tratar diferentes problemas de maneira unificada. Apenas para men-
cionar, problemas envolvendo difusdo anoémala [11, 12, 23] e problemas advindos da
fisica de particulas elementares [1] sdo tratados via fun¢do H de Fox.

Existem compéndios onde a fungao H de Fox é abordada, em particular, men-
cionamos o artigo [24] e os livros [16, 25] porém nao é unanimidade a maneira
de introduzi-la no sentido de considerarmos, ou nao, a transformada de Mellin,
conforme anteriormente mencionado.

Neste trabalho, como ja afirmamos, vamos introduzir a fungao H de Fox atra-
vés de uma integral de Mellin-Barnes de modo que podemos, quando necessario,
interpreta-la como uma transformada de Mellin inversa.
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Consideramos os inteiros m,n,p,q de modo que 0 < n <pel <m < qe os
parametros ag,b; € Ce Ay, B; € Ry paral=1,...,pej=1,...,q. Definimos a
fungdo H = H(z) de Fox a partir da seguinte integral de Mellin-Barnes

H(z) = H)'"(2) = H)')" z‘ (ae, Ae)1p ] _

(bj, Bj),q
m,n (a17A1)7"'7(aP7AP) ] — i/ m,n -
Hy4 H (b1, B1),...,(by, By) |~ 2mi ﬁHM (s)27" ds, 3.1

onde

m,n o j=1 =1
Hp,q (S) - P q :
I Tlac+Aws) J[ T2 -0, - Bys)
{=n+1 j=m-+1

O contorno £ na Eq.(3.1) pode ser escolhido de trés maneiras distintas [16] porém
para todas elas devemos impor que os polos

b;+ /¢
b_ﬂ:_% com j=1,...,m; (=0,1,2,...
J
l—a,+k
aTk:Zi—i_ com r=1,...,n; k=0,1,2,...

nao coincidam, isto é, os parametros complexos a; e b; sao tomados com a imposi¢ao
de que nenhum poélo do integrando venha a coincidir. O contorno dispoe todos os
polos em s = bj; & esquerda e todos os polos s = a,y, & direita de £ [16]. Nos casos
em que n =0, m = g e n = p, devemos interpretar os produtérios como sendo 1.

No particular caso em que A, = 1 = By, para todo j e ¢, recuperamos a chamada
fungao G de Meijer [27], isto &,

(aéul)l,p — m,n
(b Vg | = 7 |7

Braaksma [2] mostrou que, independentemente da escolha do contorno, a integral
de Mellin-Barnes faz sentido e define uma fungao analitica na varidvel z nos dois
€asos a seguir:

m,n
Hy {Z

G .

a P
w>0, 0<|z|]<oco onde ,u:ZBj—ZAj
j=1

j=1

p q
w=0, 0<|z|<d onde 5:HA;Aj~Hij.

j=1 j=1
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3.1. Propriedades

mo j& mencionamos, vam resentar n TOPTi nvolven un-
Como ja mencionamos, vamos apresentar apenas as propriedades envolvendo a f
¢ao H de Fox que serao utilizadas na Secao 5.

P.1. Mudanca na variavel independente

Seja ¢ uma constante positiva. Temos

m,n (alm AP) _ m,n c

H, (:v’ (b, By) =cH) "z

Para mostrar esta igualdade, basta introduzir a mudanga de varidvel s — c¢s na
integral da transformada de Mellin inversa.

).

P.2. Mudanca do primeiro argumento
Seja o € R. Entao podemos escrever

(ap, Ap) (ap + aAp, Ap)

o rym,n ) _ m,n )
T (”” } (g By) ) =P \| g+ 0By By )

Para mostrar esta igualdade, introduzimos a mudanca de variavel a, — a, + o4, e
tomamos s — s — « na integral da transformada de Mellin inversa.
P.3. Redugao de ordem

Se o primeiro fator (a1, A1) é igual ao dltimo, (by, By), temos

(al,Al),...,(ap,Ap) )
(bl, Bl), ey (bqfl, qul)(al,Al)

— m,n—1 T (a’27A2)5"'7(a’;D7A;D)
p=la—1 (blvBl)a--.a(bQ*l’BQ*l) '

Para mostrar esta identidade é suficiente simplificar os argumentos comuns na in-
tegral de Mellin-Barnes.

m,n
prq (:E

4. Calculo Fracionario

O calculo fracionario é uma das ferramentas mais precisas para se refinar a descricao
de fendmenos naturais. Uma maneira bastante comum de se utilizar esta ferramenta
¢é substituir a derivada de ordem inteira de uma equacao diferencial parcial, que
descreve um determinado fendémeno, por uma derivada de ordem nao inteira. Vérios
resultados importantes e generalizacoes foram obtidos através desta técnica, em
diversas areas do conhecimento, tais como: mecanica dos fluidos, fenomenos de
transporte, redes elétricas, probabilidade, biomatemética, dentre outros [§].

Para resolver a equagao diferencial parcial fracionaria, utilizamos a metodologia
da justaposicao de transformadas, ou seja, aplicamos a transformada de Fourier na
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parte espacial e a transformada de Laplace para eliminar a dependéncia temporal.
Sendo assim, nesta secao apresentamos a chamada derivada fracionaria no sentido
de Caputo [6], bem como suas transformadas de Laplace e Fourier. Além disso,
recuperamos alguns resultados envolvendo as fungoes de Mittag-Leffler [21].

4.1. Derivada de Ordem Nao Inteira

Ha varias formas de se introduzir a derivada de ordem nao inteira como uma ge-
neralizagao para a derivada de ordem inteira, dentre elas podemos citar a defini¢ao
de Riemann-Liouville, que é a mais conhecida e a de Caputo, que é mais restritiva,
mas parece ser mais adequada para o estudo de problemas fisicos [10]. A derivada
de ordem p no sentido de Caputo ¢é definida da seguinte maneira [6]

: /tfwvw>
dr n—l<pu<n
12 _n 9 9
0 f(t5) = 2 flt) = | T ) Jo T

F (¢, ), p=neN

na qual f(™(t,z) denota a derivada usual de ordem n em relacio & variavel .
Deste ponto em diante, consideramos o limite inferior a como sendo —oo na parte
espacial e zero na parte temporal. O primeiro e segundo casos estao associados,
respectivamente, as transformadas de Fourier e de Laplace [20].
Sendo s, com Re(s) > 0, o parAmetro da transformada de Laplace temos [30]

n—1

E{%f(t,x)} =stF(s,xz) — Z sh1=kp(B) (0t 1)

k=0

comn—1< pu<mnen € N. Nesta equacao, F(s,z) denota a transformada de
Laplace de f(t,x). Além disso, sendo w o parametro da transformada de Fourier
podemos escrever para a derivada fracionaria de Caputo

F{DLf(t.2)} = |w[*F(t,w),

na qual F(t,w) é a transformada de Fourier da fungao f(t,z).

Enquanto a transformada de Laplace da derivada fracionaria de Caputo depende
de condigoes iniciais que possuem uma imediata interpretagao fisica, a derivada
fracionaria segundo Riemann-Liouville depende de condigoes dadas em termos de
oD —k-l f(#®)|t=0. Outra importante diferenga entre estas duas abordagens é que a
derivada fracionaria de Caputo de uma constante é zero, o que nao ocorre com a
definicdo de Riemann-Liouville.”

4.2. Funcoes de Mittag-LefHler

Nesta segao introduzimos a classica func¢ao de Mittag-Leffler, denotada por E,(z),
bem como a fungao de Mittag-Leffler de dois parametros, denotada por E, g(x), a

9Note que desta forma a derivada segundo Riemann-Liouville ndo pode ser interpretada como
a taxa de variagao. Isto justifica a utilizagdo da derivada de Caputo e ndo a de Riemann-Liouville,
quando estamos interessados em resolver uma equacio diferencial parcial fracionaria.



164 Costa et al.

partir da funcao de Mittag-Leffler com trés parametros, também conhecida como
fungao de Mittag-Leffler generalizada, proposta por Prabhakar [31], isto é,

(1_/)71) >
(Oa 1)7 (1 - ﬂaa)

o (2)_§: (P 2* Lo
@B - & T(ka+pB) Kk T(p) 1.2

na qual (p)r € o simbolo de Pochhammer,

(P)kzr(le(i;mEp(p-i-l)---(p—kk—l)

e z € C, Re(p) > 0, Re(ar) > 0 e Re() > 0. Esta funcao generaliza a fungao de
Mittag-Leffler classica e também a de dois parametros [22], pois

00 Zk St Zk
Ei,l(x) = EQ(ZZ?) = ];O I‘(T—i—]_) e Eé,ﬁ(x) = Eaﬁﬁ(x) = kZ:O ma

consequentemente para «, 3, p = 1 temos Elll(x) =e”.
Podemos escrever a transformada de Laplace da funcao de Mittag-Leffler com
trés parametros [16], ou seja,

So‘p_ﬂ
(s* FA)P

cuja transformada inversa pode ser escrita da seguinte forma

£ [tﬁ—lEgﬂ(i)\t“)} =

ot gap—p
(s* F A)P
com Re(a) > 0 e Re(B) > 0.

Por conveniéncia, no que se segue, vamos introduzir a seguinte funcao do tipo
Mittag-Leffler

} =177 B S(£A1),

ER 5(ty,7) = 971 ES S(=Kly|"t%), (4.1)
satisfazendo Re(a) > 0, Re(8) > 0, Re(p) > 0, £ & uma constante positiva e
y = (y1,¥2, ,yn) € R™. Aqui, associamos a variavel ¢ como sendo o tempo

enquanto que a variavel y como sendo a variavel espacial. Note-se que, no caso em
que p = 1, recuperamos os recentes resultados obtidos por Yu & Zhang [35].

5. A Equacao do Telégrafo Fracionaria

Como aplicagao, discutimos a equagao do telégrafo fracionaria no caso tridimensio-
nal, isto é, a dimensao espacial igual a trés.
A equagao diferencial parcial fracionaria a ser estudada é

aD?*u 4+ bDPu = —K(=A)u, t>0; zeR™ (5.1)

com D=0/0t,1/2<a<1,0<8<1e0<vy<1, comu=utzal"y)
e x = x(r1,x2,23). Aqui (—A)” denota o operador de Laplace fracionério [7].
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a,b € R, K uma constante fisica real, t é a variavel temporal e x é a variavel espacial.
No caso em que o = § = v = 1 recuperamos a classica equagao do telégrafo. Assim
a Eq.(5.1) pode ser considerada como uma generalizagdo da classica equagao do
telégrafo. Aqui, ndo estamos preocupados com as unidades fisicas [15].

Admitamos as seguintes condigoes iniciais e de contorno

lim u(t,z;0,8,9) =0 e Djult,z;0,5,7) = fu(x),
|z|— 00
respectivamente, para k =0,1,...,m — 1.

Enfim, consideremos a derivada fracionaria temporal no sentido de Caputoa
derivada espacial fracionaria é no sentido de Riesz e usamos a relagéo [7]

FU=A)ult, x50, B,7);w] = lw F [ult, z;a, B,7);w]

onde w é o pardmetro associado & transformada de Fourier, de onde obtemos uma
outra equagao diferencial fracionaria

aD?*% 4+ bDP = —K|w >3 (5.2)

satisfazendo as condicdes iniciais DF7i(t, w, a, B,7) = Fx(w) com k =0,1,...,m—1,
onde U = u(t,w; a, B,7) é a transformada de Fourier de u = u(t, x; «, 8,7) e F(w)
é a transformada de Fourier de fj(x).

Como ja afirmamos, consideramos apenas o caso n = 3. Entao, tomando a
transformada de Laplace da Eq.(5.2) e usando as condigoes iniciais, obtemos uma
equagao algébrica cuja solugao é dada por

ap?=1 4 pph-1
ap* +bpf + Klw[>r’

a(pvw;avﬂvv) = Fo(CU)

onde p é o parametro da transformada de Laplace e u(p,w; a, 8, ) é a justaposicao
da transformada inversa de u(t, z;a, 8,7). Para obter a altima expressdo usamos
as condigoes

U(O,.I;a,ﬂ,”y):fo(I) — a(05w7a5[377):F0(w)

= F1 (w) =0.
t=0

=H@)=0 = Jatwap)

0
Eu(taxv a7ﬁ7’7) o

Assim, devemos proceder com a inversao. Tomando a correspondente transformada
de Laplace inversa, podemos escrever [11]

~ - b " a— r T IC @
Ut w;a, B,7) = Fo(w) Y (‘g) A O P (—g|°"|2”2 >
r=0

b - b " o— r T ’C «
+5Fo(w)z <—a) e B e Byt 1)1 <—E|W|27152 ) (5.3)
r=0
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com Re(a) > 1/2, Re(B) > 0, Re(s) > 0, a > 3, |bs?/(as*+K|w|?")| < 1e E7 5(2)
é a fungao de Mittag-Lefller generalizada.
Usando a Eq.(4.1) podemos reescrever a Eq.(5.3) na forma

N oo b T . .
t,w50,8,7) = Fole) 3 (=2 ) { €8 b i) + ZE0H L (i) .

=0
onde definimos o parametro p = 2a — 5.

Para calcular a respectiva transformada de Fourier inversa, levamos em conta o
teorema de convolugao, logo,

u(t,z; o, B,7) = § Mt ws o, B,y)i0] = ) (—Q> /R3 Fo(§)G(t 2 — §)dg,

a
r=0

onde a fungdo G(t, ), como no caso inteiro, é conhecida como solu¢do fundamental,
que é dada por

g( ) 82(1 m"+1(t Z; 7) + gza #(r+1)+1(tv Z; FY)a

a qual pode ser escrita em termos da fungao H de Fox, como abaixo

u(t, x50, 8,7) = WZ( ) sl /R F(©9Za(@ - ) dg,

onde definimos

2,1 2,1 |~”C|2V
H55(x) = Hyy (W

b 2,1 |17|2’Y
Iy ’
+ at Hys (2271Ct20‘

(1,1), (ur +1,2a) )
(r+1,1),(3,7),(1,7)

(L, 1), [w(r+1)+1,2a] )
(r+1,1),(3,7), (L) )’

com i = 2a — [.

6. Conclusoes

A partir do conceito de integrais de Mellin-Barnes, introduzimos a fungao H de Fox
e apresentamos algumas de suas propriedades. Como caso particular da fungao H
de Fox, mencionamos a fungao de Mittag-Leffler. Como uma aplicagao discutimos
a equagao diferencial fracionaria associada ao problema do telégrafo utilizando a
defini¢do da derivada fracionaria no sentido de Caputo. A solucdo desta equagao
diferencial fracionaria foi apresentada em termos de uma fungao H de Fox.
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Abstract. Using the concept of Mellin-Barnes integral, we present the Fox’s H-
function and discuss some of them properties to discuss the so-called fractional
telegraph equation, i.e., the fractional partial differential equation associated with
the telegraph problem, whose solution was presented in terms of the Fox’s H-
function.
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