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Resumo. Consideramos o problema inverso de identificagdo de fontes para a equa-
¢ao unidimensional de difusao-adveccdo com coeficientes constantes a partir de
informacdes no bordo do dominio. E apresentada uma formulacio variacional do
problema tendo como espago de fungoes testes as solu¢ées da equagao modificada
de Helmholtz homogénea. Considerando o caso em que a fonte é uma funcao ca-
racteristica de um intervalo obtemos um sistema nao-linear e o resolvemos pelo
método de Newton. Duas simulagoes numéricas sao apresentadas: a primeira para
ilustrar a eficiéncia do método proposto e a outra para indicar sua aplicabilidade
para obter aproximagoes para fontes de suporte compacto.

Palavras-chave. problemas inversos, identificacao de fontes, difusao-advecgao.

1. Introducao

Sejam Q = (xp, 1) um intervalo aberto de R e o, 8,7 € R fixos tais que «,y > 0.
Consideremos os seguintes problemas:

Problema 1.1 (Problema Direto). Dadas a fun¢io f: Q — R e os valores a1, as €
R, encontre u'(x), u'(x1) tal que u satisfaca

{ —yu”" 4+ Bu Fau=f, em £

u(xo) = ar,u(x1) = ag

Problema 1.2 (Problema Inverso). Dados os valores ay,az2,b1,ba € R, encontre
f:Q —R tal que

—yu" +pu Fau=f, em Q
u(zo) = ar,u(x1) = ag
u/(ZC()) = bl,u/(:cl) = b2

1Uma versdo preliminar deste trabalho foi apresentada no XXXIII CNMAC 2010 [1].
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Nos Problemas 1.1 e 1.2, o coeficiente 7y corresponde ao parametro de difusao do
meio onde se encontra a concentragao u e o coeficiente 3 representa o campo vetorial
de transporte o qual u estéd submetida. Neste trabalho, estamos considerando estes
coeficientes constantes. Um trabalho futuro sugerido é investigar o Problema 1.2
considerando 7 e 8 fungdes reais e o termo difusivo dado por —(yu')’.

O problema direto ¢ bem posto para f € L?(Q), pois resolver a equagao dife-
rencial do Problema 1.1 é um problema bem posto e calcular a derivada de u nos
pontos zp e x; também. J& o problema inverso é mal posto quando nao temos
informagoes adicionais sobre f.

Por exemplo, definindo

up(z) = —2*+222 -1, Vae[-1,1], e us(x)=—-2%+32>-2, Vazec|[-1,1],

e também
filz) = —uf(z) +uy(z) +ui(z)
—at — 42 4 142? + 42 -5, Ve (-1,1),
€
fo(z) = —uj(z) +uy(z) + uz(z)

—2% — 62° + 302" +32% + 62 — 8, Ve (-1,1),
temos que o problema inverso associado ao sistema

—u" 4+ v +u=f em (-1,1)
u(—1)=wu(l)=0
u(=1)=4/(1)=0

tem fi e fo como solugao (além de f = 0).

A equacao de difusao-advecgao € freqlientemente empregada para modelar o
fenomeno de poluicao em aguas.

Em conseqiiéncia da méa colocagao dos problemas de identificacao de fontes, em
geral existem muitas variagoes deste tipo de problema, como por exemplo, identifi-
cacao de descontinuidades ou do suporte da fonte, ou ainda, determinar uma fonte
sabendo-se que ela pertence a uma determinada classe de fungoes.

Um trabalho pioneiro neste assunto é [2], onde foi demonstrado que o problema
de reconstrucao de fontes para a equagao de Poisson tem solucao tnica, quando sa-
bemos que a fonte pertence a uma classe de fungoes semelhante a que consideramos
neste trabalho. Em [3] foi investigado o Problema 1.2 para fontes pontuais em domi-
nios bidimensionais. Em [8] existem vérios exemplos e resultados sobre problemas
inversos de identificagao de fontes. Neste texto, vamos investigar, principalmente o
Problema 1.2, no caso onde f é uma func¢dao caracteristica de um intervalo, isto &,
quando

@ =xee@={ o N TEEE L veen  aa

para algum par £1,& € ) desconhecido. Este tipo de fungao é freqiientemente
considerado em trabalhos sobre reconstrucao de fontes, como em [4, 5, 6, 7].
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2. Formulacao Variacional
Nesta secao vamos apresentar um problema de identificagao de fonte equivalente ao

Problema 1.2 e, a partir deste, vamos obter uma forma variacional para o mesmo.
Consideremos os dados do Problema 1.2. Fazendo a mudanca de variavel

u(z) = e%mw(:zr), VazeqQ,

[doy + B2
KR = 4772, (21)

— B _B8
c1 =aie 277, Co = age 2

e denotando

di = bl(f_%m0 - Me_%“ e dy= bze‘%w1 — %6_%11
2y 2y
temos que o Problema 1.2 equivale a

Problema 2.1. Dados c¢1,co,dy,ds como definidos anteriormente, encontre g :
Q — R tal que
—w’" +KPw=yg em
w(zg) = c1, w(zy) = co ,
’LU/(Io) = dl, w’(xl) = dg
pois, obtendo g no Problema 2.1, podemos obter f por (2.2). Note que x definido
em (2.1) é um namero real, pois «, vy > 0.
Consideremos o espaco das funcoes testes definido por

V(Q) ={vel*Q)| —v"+r*=0 em Q}.
Multiplicando g por uma fungao de V(2) e integrando sobre {2, obtemos

/gv = /(—’LU”—‘,—I{Q’LU)U = /lizwv—w”v = /wv”—w”v.

Q Q Q Q

Usando a segunda identidade de Green, temos

1
/wv" —vw’ = wv —ovw

Q

Zo

= v (z1) — dov(m1) — 10 (m0) + dyv(zo).

Assim, definindo

B(g,v)= [ gv, VveV(Q)
/

L(v) = cov' (1) — dav(21) — 10’ (20) + dyv(z0), Vv e V(Q),

temos que se g é solugao do Problema 2.1 entao g é solugao de
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Problema 2.2 (Formulagdo Variacional). Dados B e L como definidos anterior-
mente, encontre g tal que

B(g,v) = L(v), YveV(Q). (2.3)

Sabemos que, definindo v1(z) = €"* e vo(x) = ™",V x € , temos que {v1, v}
¢ uma base de V(). Como B e L sao lineares com respeito ao espago V (),
entao resolver o Problema 2.2 é equivalente a resolver o mesmo problema trocando
a equagao variacional (2.3) pelo sistema

B(g,v1) = L(v1)
{ Blg.vs) — L(vs) - (2.4)

Observagao 2.1. Se f ¢ uma combinagdo linear de duas fungoes f1, fo € L?*(2)

conhecidas, isto €, se existem &1,& € R tais que [ = & f1 + &afa, entdo podemos
obter f pelo sistema (2.4) se, e somente se,

B(g1,v1) B(g2,v1)
det( B Bl );Ao, (2.5)

1
onde g;, para i = 1,2, € definida por g;(x) = —fi(x)ef%x, Ve
Y

Pois, pela linearidade de B em relagao a g, encontrar g em (2.4) equivale a
encontrar &1 e & no sistema linear

{ &1B(g1,v1) + &B(g2,v1) = L(v1)
§1B(g1,v2) + &B(g2,v2) = L(v2) ’

e assim, a condi¢do (2.5) é necessdria e suficiente para que exista apenas um par
&1, & que satisfaca este dltimo sistema.

3. Fontes Caracteristicas de um Intervalo

Como vimos anteriormente, o Problema 1.2 é mal posto quando procuramos f em
espacos gerais. Apresentaremos nesta se¢ao uma classe de fun¢ées mais interessante
do que o caso apresentado na Observagao 2.1 e que podem ser recuperadas no
Problema 1.2.

Consideremos o Problema 1.2 sabendo-se que f = x[¢, ¢,] ¢ uma fungao carac-
teristica de um intervalo fechado [¢1, &3], como definido em (1.1), para algum par
1,8 € Q desconhecido. Nossa estratégia é explorar o sistema (2.4) para obtermos
&1 e &, e assim, determinar f.

Por (2.2), temos
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v

Blg.v2) = = /52 e(%*%% da = ;) <e<“%>’52‘ - e(“%)’h) 7

L(vi) = core™ —doe™ — c1ke™° + dye™*°

(cok — da) €™ — (c1k — dy ) €770

e
L(va) = —coke ™1 — doe™ ™ 4 c1ke™ "0 + dje "0
= —(cok+da)e "+ (1 + dp) e 0.
Assim, definindo F : R? — R? por
B _B B B
e<nizv>t—e<n 2V>S e( " 2V)t—e< " 2V>S 2
F(S7t): 5 ) 5 Y v(S’t)EIR k)
TE— 3 YR — 3
e

(p1,p2) = ((Cgli —dg) €™ — (e1k — dy) ™0, — (ecak + d2) e ™™ + (1K + dy) e_’””) ,
resolver o sistema em (2.4), neste caso, equivale a resolver a equac¢ao nao-linear

F(s,t) = (p1,p2), (3.2)

o que pode ser feito usando o método de Newton, isto é, iterando

(Sﬂ+17tn+1) = (Snutn) - JF (Snatn)_l (F (Snutn) - (p17p2)) )

onde Jr(s,t) é a matriz Jacobiana de F' no ponto (s,t) e com (sg, ) conhecido.
A aplicabilidade do método de Newton para a resolugao da equagao nao-linear (3.2)
é assegurada pelo teorema apresentado a seguir.

Teorema 3.1. Seja D C R? aberto e convero e F: D — R? de classe C'(D). Se,
para todo (s,t) € D, temos Jp(s,t) nao-singular e para alguma norma || - || de R?
e algum (so,t0) € D walem as segquintes condigdes:

1. exite Cy > 0, tal que

|Jr(s1,t1) — Jr(s2,t2)]| < C1||(s1,t1) — (s2,t2)]|
para todo par (s1,t1), (s2,t2) € D;

2. existe Co > 0 tal que
| Jr (s, )| < Co,

para todo (s,t) € D;
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3. definindo-se
Cs = HJF(507tO)_1 F(SO7tO)H ;
temos que C1C5C5 < %;
4. definindo-se R = 2C temos que
Br(so,t0) = {(s,t) €R*| [[(s0,%0) = (s,1)[| < R} C D;

entao existe apenas um (£1,&2) € Br(so,to) tal que F(&1,&2) = (p1,p2) e o método
de Newton converge com estimativa de erro dada por

1(€1,€2) — (8, t)|| < R(C1C2C3)* 71,
para todon =0,1,2,...

Uma prova para este teorema pode ser encontrada em [10].
Tomando-se um conjunto D C R? adequado, a norma || - ||z, definida por

1
IGs,Oll2 = (Is]*+1t*)*, ¥ (s,t) €R?,

e (so,t0) € {(s,t) € R? | wg < s <t < a1}, podemos assegurar pelo Teorema 3.1
que o método de Newton aplicado a equagao nao-linear (3.2) converge para a tnica
solucao do sistema.

A dependéncia continua da solugdo da equagao nao-linear (3.2) em relacao aos
dados de entrada do Problema 1.2 pode ser verificada usando o Teorema da Fungao
Inversa [9].

Observagao 3.1. Da mesma forma, podemos considerar o Problema 1.2 para fontes

da formas f = Cx¢, e, com C # 0 fizo.

4. Simulagoes Numeéricas

Para obter dados de entrada para o Problema 1.2 discretizamos o intervalo [0, 5]
em 1002 pontos 0 = g, z1,..., %1000, T1001 = D tais que z;41 — x; = h, para todo
1=0,...,1001 e utilizamos o método de Galerkin para obtermos uma aproximagao
uy, para a solu¢ao do Problema 1.1. Assim, obtemos aproximagoes para u’(0) e v/ (5)
por

i (0) = uh(wl)h— un(0) il (5) = up(5) — Zh(:vmoo)

Sabemos que, quando o mumero de Péclet, dado por @7 é maior que 2, a

aproximacao de u pelo método de Galerkin nao é confidvel, portanto, nas nossas
simulacoes, tomamos valores de « e 3 respeitando este limite.

Um outro fato que devemos lembrar é que a cada iteragao do método de Newton
o resultado obtido nao vai tender a solugao exata f do Problema 1.2, pois os dados de
entrada u}, (0) e u},(5) obtidos pelo método de Galerkin sao, por sua vez, solucoes
aproximadas do Problema 1.1, isto é, nao sao os dados de entrada corretos do
Problema 1.2.

A seguir apresentamos duas simulagoes numéricas onde foram usados parametros
ficticios para testar o método proposto.
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4.1. Reconstruindo uma fonte caracteristica

Para esta simula¢ao numérica, obtemos os dados de entrada uj, (0) = 0.119387997616
e uj(5) = —0.0417667576086 resolvendo o Problema 1.1 com parametros o = 0.75,
B = 0.50 e v = 0.75, com condigdes de bordo u(0) = u(5) = 0 e termo fonte
f= X5

Apos 9 iteragoes, obtemos || F(sg,tg) — (p1,p2)|l; < 107¢ ¢ 0 método nos deu a
solucao

f = X[1.00361424631, 1.50343624273] -

1.0f CEEES === f
[ 1
1 1 -=- uh
¥ 1
0.8f ] 1
[ 1
1 1
1 1
1
0.6f : p
1 1
1 1
1 1
]
0.4} , .
1 1
1 ]
1

Figura 1: Graficos de f = x[1,1.5] € de u, obtida para esta fonte.

Na Figura 1 podemos ver os graficos da fungao f proposta e uy obtida pelo
método de Galerkin. A Tabela 1 mostra os dados obtidos nas iteragoes do método
de Newton.

4.2. Obtendo uma aproximagao por uma funcao caracteris-
tica

Neste experimento visamos explorar a dependéncia continua da solucao da equa-
¢ao ndo-linear (3.2) em relagdo aos dados de entrada do Problema 1.2 para obter
uma aproximacao por fonte caracteristica para uma fonte com suporte compacto.
Obtemos os dados de entrada uj,(0) = 0.633236426522 e u},(5) = —0.216290556828
resolvendo o Problema 1.1 com parametros a = 0.25, § = —0.75 e v = 1.0, com
condigoes de bordo u(0) = u(5) = 0 e termo fonte

f(a:)—{ _%(I_OQ)(x_4) | . i;gjﬂ . Vae(0,5).  (41)



108

De Sousa e Roberty

Sn

n

[F' (50, tn) — (p1,p2)||2

© 00~ T Wi+~ O3

0.00000000000
0.62922673366
1.10992478833
1.23642080097
1.04721611961
1.00531697895
1.00361592274
1.00361424632
1.00361424631
1.00361424631

5.00000000000
3.70123018350
2.60397962383
1.92215763709
1.57603904035
1.50600312076
1.50343905630
1.50343624273
1.50343624273
1.50343624273

64.4624026182
22.0875169921
6.31463193126
1.22938016452
0.17198388291
0.00544303116
6.47980399233e-06
8.46333531145e-12
6.66278359382e-16
1.38777878078e-17

Tabela 1: Dados obtidos nas iteragoes do método de Newton para o problema com fonte
f= X[1,1.5]-

Apés 7 iteragdes, obtemos ||[F(s7,t7) — (p1,p2)|ly < 10714 e 0 método nos deu a
aproximacao

J = X[2.2807889677, 3.74992747306]

para f.

Na Figura 2, podemos ver os graficos da fungao f proposta, da uy obtida pelo
método de Galerkin e da f. Como podemos ver, a aproximacao f é bem razoavel
para a f proposta.

5. Conclusao

A técnica apresentada para resolucao numeérica do problema inverso de reconstrugao
de fontes caracteristicas de intervalos para a equagao unidimensional de difusao-
adveccgao forneceu em poucas iteracoes uma aproximacao muito boa para a solugao
na simulagao numérica proposta. Para o caso onde a fonte procurada é uma fungao
continua de suporte compacto, apresentamos uma simulagao que indica a possibili-
dade de aplicar a mesma técnica para encontrar aproximagoes na classe das fungoes
caracteristicas de um intervalo. Sugerimos como trabalhos futuros investigar as ex-
tensoes desta técnica para problemas em dimensoes superiores, incluindo os casos
transientes.

Abstract. We consider the inverse source identification for the diffusion-advection
one-dimensional equation with constant coefficients from domain boundary data. A
variational formulation is presented having the solutions of homogeneous modified
Helmholtz equation as test function space. Considering the case which the source
is characteristic function of interval we obtain a nonlinear system and we solve it
by Newton’s method. Two numeric experiments are presented: the first one to
illustrate the effectiveness of the proposed method and the other one to indicate its
applicability to obtain approximations for compact support sources.
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Figura 2: Graficos de f descrita em (4.1), de uj, obtida com esta fonte e da aproximagao
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