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Resumo. Assimilagido Variacional de Dados e Equagbes Adjuntas sdo dois métodos
que, combinados, originam uma metodologia capaz de fornecer uma condigao inicial
de um sistema em estudo bastante realistica e adequada a simulagbes numéricas,
a um custo computacional aceitavel e temporal que permite tomadas de decisao
mais eficientes no caso de certos acidentes ambientais, quando apenas algumas ob-
servagoes e a dindmica do sistema sao conhecidas. Neste artigo, os fundamentos
matematicos e os procedimentos para se obter o adjunto de um dado programa
computacional, uma tarefa fundamental para a aplicagdo da metodologia, sdo ex-
aminados.

Palavras-chave. Assimilagao variacional de dados, Método das equagbes adjuntas.

1. Introducao

O estudo dos escoamentos geofisicos, sejam atmosféricos ou oceénicos, vém reve-
lando, desde a implementacao operacional de um modelo numérico de previsao do
tempo ja na década de 1950, caracteristicas que dificultam extremamente a simu-
lacdo computacional desses fenomenos. Os modelos numéricos empregados nas si-
mulagoes de escoamentos geofisicos sao representacgoes, na forma discreta, das leis
fisicas que os governam, em geral, um sistema evolutivo de equacoes diferenciais
parciais [11]. Portanto, para a simula¢do numérica da evolugao espago-temporal de
um escoamento em estudo, é necessario o conhecimento de sua condicao inicial, isto
é, a contrapartida numeérica do estado ou configuracao inicial real do escoamento
em estudo.

Contudo, a distribui¢ao de uma rede de observagoes eficiente nos dominios espa-
ciais dos escoamentos geofisicos é sempre dificultada pela propria natureza (tamanho
e localizagao) desses dominios, acarretando uma escassez de informagoes sobre o
fendomeno em estudo capaz de comprometer a qualidade das simulagoes computa-
cionais [14]. Além disso, esses escoamentos contém aspectos de dificil representacao
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em um modelo numérico e mesmo em modelos analiticos, sendo ainda, em certas
situacoes, processos extremamente sensiveis a variagoes em suas condicoes iniciais
[9]. Portanto, estabelecer uma condigao inicial adequada as simulagoes é, neste
caso, decisivo para a qualidade dos resultados obtidos.

Entende-se por uma condigao inicial adequada aos experimentos numéricos aquela
que, ao ser empregada em uma simulagao da dindmica do sistema, gera estados
do modelo numérico que reproduzam, com uma precisao dentro dos limites pré-
estabelecidos, as observagoes disponiveis. Uma maneira de estabelecer-se a condigao
inicial adequada as simulagbes computacionais é, neste caso, considerar, além da
dindmica do escoamento, todo o conjunto de informagoes disponivel por observagao
sobre o sistema em estudo. Isto é exatamente o que faz a metodologia conhecida
pela comunidade que investiga escoamentos geofisicos como Assimilagao de Dados
[5].

Enquanto a modelagem do comportamento da mancha de 6leo nas primeiras
horas apos o derrame [3] e os métodos numéricos para o tratamento computacional
de equagoes envolvendo tanto termos advectivos quanto difusivos [1] tém sido ex-
tensamente abordados na literatura ha um tempo consideravel, o problema da de-
terminagao da condigao inicial para simulagoes de escoamentos geofisicos, exceto no
caso dos modelos numéricos de previsao do tempo, ainda nao tem recebido a mesma
atencao. Este altimo aspecto é o foco principal deste trabalho.

Um problema envolvendo escoamentos geofisicos, em sua forma discreta, pro-
duz um ntmero muito elevado de varidveis (na faixa de 10° - 107), de sorte que a
Assimilagao Variacional de Dados é, de imediato, uma metodologia computacional-
mente intratavel. Uma solucao para esta dificuldade é obtida com a utilizagao do
método das Equacoes Adjuntas, que adequadamente insere o problema da deter-
minacao de uma condi¢ao inicial para a simulagao de escoamentos geofisicos no
dominio da Teoria do Controle Otimo [7], e que tera seus fundamentos matematicos
aqui analisados com o necessario rigor. Uma segunda conseqiiéncia da metodologia
que surge da combinacao da Assimilagao Variacional de Dados com o método das
Equacoes Adjuntas é a transformacao do problema de minimizagao com restrigao,
como originalmente proposto pelo formalismo da Assimilagdo Variacional de Dados,
num outro de minimizagao sem restrigoes, possibilitando a utilizagao de rotinas mais
eficientes, como a L-BFGS, na determinacao de uma condigao inicial 6tima com o
emprego dessa metodologia.

A eficiéncia dessa metodologia, comprovada por modelos numéricos de previsao
do tempo ja operacionais [10], tem produzido um formidavel crescimento no leque
de suas aplicagoes [2], [12], [4], o que requer uma continua utilizacdo de resultados
tedricos cada vez mais complexos, o que, aliado & rapidez com que esses modelos
surgem, dificulta o pleno entendimento de suas bases teéricas. Atenuar esse efeito,
é outro dos objetivos deste trabalho.

Na secao seguinte, sao apresentados os fundamentos matemaéticos dos dois méto-
dos cruciais a este trabalho: a Assimilacao Variacional de Dados e o Método das
Equagoes Adjuntas. Em seguida, descreve-se um experimento numeérico bidimen-
sional, apresentando-se com algum detalhamento a estrutura de um programa em
FORTRAN, desenvolvido pelos autores, para realizar a Assimilagao Variacional de
Dados de um escoamento governado pela equagao de advecgao-difusao bidimen-
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sional, com o uso de sua equacao adjunta, indicando os processos matematicos
realizados por cada sub-rotina do programa.

2. Formulagcao Matematica da Metodologia

A metodologia para a geracao de uma condigdo inicial 6tima para simulagbes com-
putacionais de problemas de grande escala apresentada neste trabalho tem por base
a Assimilagao Variacional de Dados e o Método das Equagoes Adjuntas. Trata-se, a
seguir, da formulacao matemética dos métodos que serao empregados diretamente
no desenvolvimento do algoritmo para a execugao da metodologia.

2.1. O método da Assimilagcao Variacional de Dados

Seja S um sistema evolutivo, observado durante o intervalo de tempo [t1, t2], do qual
se dispoe de um conjunto de observagoes, coletadas no mesmo intervalo de tempo e
distribuidas no dominio espacial onde reside o foco de interesse em S. Além disso,
é conhecida a dindmica de S. Com base nessas informacgoes, quer-se determinar a
condigao inicial do modelo de S, ou seja, a representacao numérica da configuragao
de S no instante de tempo ¢; a partir da qual uma simulagao computacional de S
gere configuragoes que se aproximem, dentro de uma precisao pré-estabelecida, das
observacoes disponiveis de S em instantes de tempo correspondentes, com o objetivo
de se obter uma configuragdo do modelo em t; > t5 que venha a reproduzir a real
configuracao de S no instante ¢ também dentro da precisao aceita. Este processo,
conhecido como Assimilagdo de Dados é, conceitualmente, semelhante & Melhor
Estimativa Linear Nao Tendenciosa [13] da configuracdo de S em ty, dado um
conjunto de configuragoes de S em [t1, t2], sendo aqui resolvido, numa abordagem
deterministica, como um problema de controle 6timo, no qual a condicao inicial do
sistema é o dado de controle.

Considera-se, inicialmente, a versao continua do problema da Assimilagao Varia-
cional de Dados, por permitir um tratamento matematico ja consagrado. Neste caso,
os objetos matematicos sao:

1. as observagoes do sistema S, Z : [t1,t2] x G — V, tal que, Vt € [t1,ta],
Zy : G — V é& um operador diferenciavel definido no subespaco vetorial G
contido no espago vetorial de dimensao finita V' com o produto interno (-, ),
sendo [t1,t2] o intervalo de assimilagio.

2. a dindmica do sistema .S, dada por

aX
S = FX), (2.1)

sendo X : [t1,t2] X G — V a trajetoria do sistema S durante o intervalo de
assimilacdo, £ = {Y;Y : [t1,t2] XG — VY 2 vezes diferenciavel}e F : E — E
um operador diferenciével.

3. afungdo “peso” W : [t1,t2] = L(G,V), sendo L(G, V) o espago vetorial dos op-
eradores lineares em V restritos ao subespago G, que resulta das informagoes
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estatisticas dos instrumentos utilizados na coleta de informacoes sobre S e
que, a cada ¢ € [t1,t2], associa o operador linear injetivo W(t) : G — V.

4. o funcional quadratico
J:E—R

XH%/GWMXQ@—Z@@HWMXw@—ﬂhWMQ
D

sendo D = {(t,%);t € [t1,t2], % € G}.

O problema da Assimilagao Variacional de Dados é, ent&o, encontrar a trajetoria
dos estados de S, X : [t1,t2] X G — V tal que X seja a solugdo de (2.1) que minimiza
o funcional (2.2), ou seja, é equivalente ao seguinte problema de minimizagio com
restrigao:

Problema Mp: encontrar a solugao de 2.1 que minimiza 2.2

Como a solugdo do problema da Assimilagdo de Dados sera obtida numerica-
mente, é necessario resolver sua versao discreta, o que, no entanto, acarreta uma
outra dificuldade: o niimero de variaveis resultantes da versao discreta do conjunto
de equagoes modelando a dindmica de S bem como seu dominio espago-temporal
é extremamente grande, como visto na Introducao. Portanto, computacionalmente
seria muito econdmico (e, em muitos problemas, s6 assim exequivel) se, em lugar
da solugdo X € E, se procurasse a solugdo X; € Ei, sendo E; = {X1;X; =
Xltt3xa, X € E}, a que se pode chamar o espaco das configuragdes iniciais de .5,
ja que X; (G) = G, que minimizasse a restrigdo do funcional J a Fj.

A dificuldade aqui é nao existir uma relagao explicita entre J e X1, pois J é
uma func¢do de X. No entanto, se o problema (2.1) for bem posto, no sentido de
Hadamard, entao o conhecimento de X e o de X; sao equivalentes. E o método das
Equagoes Adjuntas fornece, partindo-se da relagdo entre X e Xj, a diferencial da
restricao de J a Fj.

2.2. O Método das Equagoes Adjuntas

Reescreve-se o funcional (3) como

J:EFE—>R
XH/Ta@mw, (2:3)
D
sendo
T:F—R
Xb)H%WWXXb)—Z@WJWXXL)—ZLD>

Como a diferencial de J em X € FE é um funcional linear no espago de Hilbert
FE com o produto interno:
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obtém-se, VH € F,

AIX) - H = (VxJ (). H)p = [ (TxT(X@0).HOMD, (24
D
sendo VxJ e VxT, respectivamente, o gradiente de J e o de T'.
Considera-se, a seguir, a versao linear da equagao 2.1:
0X OF
— ——X=0 2.5
ot  Ox ’ (25)
que resulta da substituicao do operador F' pela sua aproximacao de primeira ordem
em torno de um ponto de equilibrio (omitido na equagdo) e na qual empregou-se
a notagao (%—5) para sua diferencial nesse ponto. Considera-se, ainda, a seguinte
equacao adjunta nao-homogénea da equagao 2.5:

sendo (%—5)* o adjunto do operador (%—5). Tem-se, entao, o seguinte resultado:

Teorema 2.1. Dada uma solugcdo X € E de Mgr, X; € E1, X1 = X|{tl}xg, é
solugcao do seguinte problema de minimiagcao sem restri¢ao:

Problema Mg: encontrar X1 € FE1 que minimiza (Vx, J, X1).

Demonstragio. Sejam Y : [t1,t2] X G — V asolugdo de 2.6 talque ¥}, =0e X € E
uma solugao qualquer de 2.5, tem-se entao que

0X OF oYy OF\"
<E — %X,Y>E+ <E+ <%> Y+VxT,>E =0

Donde 5
5<Y7X>E =—(VxT,X)p =0

E, integrando, vem

to
¥, X)plt? = — / (VxT, X)pdt = —(VxJ, X) s,

t1

que, com as condigoes iniciais do problema, fornece

Y1, X1)E, = (VxJ. X)E (2.7)
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O significado de 2.7 deve ficar claro: seu lado direito é a expressao da diferencial
de J (em relacao a X), dJ(X). Como X; é a projecao de X sobre Ep, o lado
esquerdo de 2.7 é a expressao da diferencial da restrigdo de J (em relagdo a X;) a
F,. Pela unicidade da representagao da tdltima diferencial como um produto interno
em Fp, tem-se que Y] é precisamente o gradiente da restrigao do funcional J a Fj,
ou seja, Y7 é a projecao de VxJ sobre Fjy, isto é,

Y = Vx,J. (2.8)

Portanto, com o emprego do Método das Equagoes Adjuntas, projeta-se o con-
junto C?([t1,t2] x V, V) sobre C?({t1} x V, V), o que representa, do ponto de vista
computacional, uma redugao considerével no ntimero de varidveis do problema dis-
creto. Além disso, essa projecdo transforma um problema de minimizagdo com
restricao num problema de minimizagao sem restrigao, o que permite o emprego de
rotinas de minimizacao para problemas de grande porte sem restrigoes, um proce-
dimento que também reduz o esfor¢co computacional total.

O problema Mg, envolvendo o funcional quadratico J definido em 2.2 tem a
existéncia de sua solugao garantida, mas nao a sua unicidade. Para obter a unici-
dade da solugao de Mg, e de Mg, redefine-se o problema para o seguinte funcional
quadratico:

JT:E—>R

X Jy(X) + J(X), (2:9)

sendo o funcional J, definido como
Jp: X = R
1
X5 [ (B0 = X)), BOG - X)) da
G
onde X; = X, X; é uma estimativa disponivel da configuracdo inicial de X e

B € L(G,V) é o operador determinado pelas informagoes estatisticas disponiveis
sobre a estimativa Xj;. Tem-se, entao, o resultado a seguir.

Teorema 2.2. Dado o problema:
Problema Mp/: encontrar a solugao de 2.1 que minimiza 2.9,

existe uma unica solugio X de Mps, além disso X1 = X|g, € FE1 € a solugdo do
problema

Mg : encontrar X1 € Fy que minimiza (Vx, Jr, X) g,

Demonstragdo. Basta definir o produto interno em E como

<Xmmyme:/<BuuW»Buwthm+

Dy

+prxxmwwwxymwma

e utilizar o desenvolvimento que precede o 2.1 e a argumentacao de sua demons-
tracao. O
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Observe-se que, conhecida a estimativa X da trajetoria no instante ¢, a solugao
de Mg é da forma X; = X}, + h, ou seja, a solucao X; de Mg/ é obtida, iterativa-
mente, por “perturbacoes” de X} até conseguir-se aquela cuja trajetoria resultante
minimiza Mpg:.

A versao discreta da Assimilagdo Variacional de Dados e do método da Equagao
Adjunta ¢ derivado com facilidade da versao continua: dada o conjunto discreto de
instantes de tempo, U = {7, 72, ..., Tk}, no intervalo de assimilacao [t1,t2] para o
qual hé observagoes de S, definem-se Z : UXxG =V, X :UxG—=>V, W :U —
L(G,V) e o funcional 2.2 como o somatorio:

JD : ED — R
1 " " " "
X S W) (X (73, &) — Z(13,2)), W(r:)(X (13, F) — Z(7;, &),
sendo Fp ={X; X :UXxG — V}.
Com essas consideragoes, pode-se apresentar o resultado de um experimento
numeérico.

3. Experimento Numeérico

Estudou-se o problema da determinagao ou da predicao deterministica da evolugao
de uma mancha produzida por um derrame de 6leo em uma regiao do mar cuja
hidrodinamica é conhecida, dispondo-se também de um conjunto de observagoes
da mancha no intervalo de tempo [t1,%2]. As observagdes sao todas incompletas,
de modo que, em qualquer instante ¢; < ¢ < t5, a configuragao disponivel, Z(t),
nao reproduzindo integralmente a mancha de 6leo, nao poderia ser utilizada como
“condicao inicial” para a integragao do modelo numérico.

Na figura 1 apresenta-se o fluxograma do programa para a Assimilacdo Varia-
cional de Dados combinado ao Método da Equagdo Adjunta.

Simulou-se um derrame de 6leo em um dominio espacial de 6000m x 4400m,
discretizado por uma malha bidimensional de 21 x 21 nos, sendo Az = 300m, Ay =
220m e o intervalo de tempo para a analise [0, 30000] em segundos, com At = 300s.
Tomou-se a velocidade da superficie do mar como @ = (u,v) , sendo u = 1.10~2m x
s7! e v = 0., D o coeficiente de difusividade variavel e C a concentracio do éleo.
O transporte do 6leo foi descrito pela equagao de advecgao-difusao bidimensional:

aC oC oC D 0’C  9°C

ot + u% + Ua—y — (W + 8Ty

que é o modelo de transporte de 6leo na superficie do mar universalmente empre-
gado, quando se supde o 6leo sujeito somente & agio da adgua [6].

Considerando, entao, como condigao inicial para a simulagao numeérica a mancha

de oleo produzida logo apos cessar a agdo da gravidade (figura 2), integrou-se 3.1

(em G(U)) e foram armazenadas, como observagoes do sistema, as configuragoes

obtidas nos instantes t = 10 x ¢ x At, i = 1,...9. Nas figuras 3 e 4, sdo mostradas as

configuracoes parciais da mancha de 6leo parat = 20 x At e t = 90 x At. Perturbou-

se, entao, a configuracao inicial aleatoriamente, utilizando-se a funcao RAND da

) =0, (3.1)
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Cond.Inic. U Observ.

[Grad J(U) H DIGU) }—[ DIG()) n

Rotina de
Minimiz.

i

o

Nova Cond.
Inic. U

Figura 1: Fluxograma para Assimilagdo Variacional de Dados com o Método das
Equacoes Adjuntas.

biblioteca do Fortran 90, obtendo-se a configuragao inicial perturbada (figura 5).
A partir de entdo tem inicio o processo de Assimilacdo Variacional de Dados: em
G(U), a equagao 3.1 é integrada com a condigao inicial perturbada e, se o erro en-
tre as configuragoes geradas pelo modelo e as observagoes (avaliado em J(G(U)))
estiver acima da tolerancia estabelecida, o programa principal chama a sub-rotina
D(G(U))* para realizar a integragao para tras no tempo da equagdo adjunta 2.6,
gerando o gradiente do funcional J com relacao as condigoes iniciais do problema,
que, passado a rotina de minimizagdo L-BFGS [8], produz uma nova configuracao
inicial U. Essa nova condicao inicial, ao ser integrada em G(U), produzird configu-
ragoes do modelo numérico que diminuirdo o valor de J(G(U)), até que este se situe
abaixo da tolerancia. Quando isso ocorrer, o modelo terd gerado a configuragao
inicial 6tima (figura 6).

No experimento considerado, como as configuragoes geradas pelo modelo com-
putacional foram tomadas como as observagoes do sistema (experimento dos “gémeos
idénticos”), a condigao inicial 6tima obtida pelo modelo numérico apresenta um erro
menor que 1,5% em relagdo a condigao inicial do problema (figura 2).

Figura 2: Configuragao inicial do sistema.

Assim, se a condicdo inicial obtida pela Assimilagdo de Dados produziu confi-
guragoes que, durante o intervalo de tempo [t1, t2], melhor se aproximam das ob-
servagoes (no sentido examinado), para instantes ¢ty > ta, a configuracdo X, ; €
a melhor aproximacao da real configuracdo do sistema no instante ¢y (no mesmo
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Figura 3: Configu- Figura 4: Configu-
ragao do sistema em ragao do sistema em
t =20 x At. t =90 x At.

Figura 5: Configuragao inicial perturbada.

Figura 6: Configuracao inicial recuperada.

sentido). Ou seja, as observagoes do sistema, no processo de Assimilagdo de Da-
dos, atuam também como restricoes a trajetoria 6tima X € F, sendo entao Xy, a
melhor predicao da configuracao da mancha de 6leo no instante t; > t5, dadas as
observagoes Z(t), com t € [t1,ts].

4. Conclusoes

A metodologia que combina a Assimilagdo Variacional de Dados com o método da
Equagao Adjunta fornece, com um esforgo computacional bastante reduzido, uma
previsao confidvel da trajetoria de uma mancha de 6leo & deriva no mar, previsao
que, dispondo-se de uma rede de instrumentos para coleta de dados em &areas sob
ameaga de vazamentos, permite tragar planos a fim de minimizar os efeitos nocivos
do derrame. Por outro lado, novas questoes tedricas vém surgindo para a melhor
aplicagdo da metodologia; uma delas, a das Observagoes Adaptativas, diz respeito
justamente a disposicao 6tima de instrumentos de coleta de dados, que pode ainda
ser investigada com um formalismo semelhante ao da Assimilagao Variacional de
Dados.
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