Submetido para TEMA

Um modelo para a dengue com influéncia sazonal !

Resumo. Descreve-se um modelo matemético com dependéncia temporal para a
transmissao da dengue onde considera-se a populacdo humana, o vetor mosquito
e um unico sorotipo circulando na populagdo. Analisa-se este modelo com o obje-
tivo de explicar a periodicidade da doenca. Utiliza-se um algoritmo genético para
estudar a sensibilidade do modelo.

Palavras-chave. dependéncia temporal, controle , algoritmo genético.

1. Introducao

Véarias doengas de relevancia epidemiolégica apresentam padroes temporais oscila-
torios e periodicos, relativos a transmissao da doenga na comunidade, que tem sido
associados a fatores intrinsecos (imunidade, padrao de contato, taxas de renovagao
e viruléncia) e extrinsecos (temperatura, humidade e pluviosidade). Dentre estas
podemos citar, a colera, o sarampo, a influenza e a dengue [11, 9, 3, 1]. A ana-
lise das séries temporais revela que, em muitos casos, existem picos epidémicos de
maior intensidade em periodos mais longos quando comparados, por exemplo, com
as variagoes anuais nas taxas de transmissao. No caso em que a doenga persiste na
populagao, o equilibrio endémico ¢é alcancado via oscilagoes amortecidas, de maneira
que um ruido aleatério persistente ou forgas sazonais mantém estas oscilagdes na-
turais observadas no transiente. Quando forcas externas (de pequena intensidade)
agem sobre o sistema, este passa a oscilar com a mesma frequéncia da forga externa,
e se ha interagao entre o periodo da forca externa e o periodo de oscilagao natural
do sistema, o fenomeno de ressonincia paramétrica é observado [7]. A sazonalidade
é o tipo mais comum de forga periédica que influencia na dindmica de populagoes,
e pode ser representada através de uma dependéncia temporal dos parametros do
sistema [4].

No caso da dengue, transmitida no Brasil principalmente pelo mosquito Ae.
aegypti, sabe-se que o tamanho populacional do vetor sofre variagoes anuais pe-
riddicas devido ao fato de que os parametros entomoldgicos do mosquito, como
taxas de mortalidade, desenvolvimento e oviposi¢ao sao fortemente influenciados
pela temperatura [12, 13]. Além disso, experimentos tém evidenciado que o tempo
de incubagao extrinseco do virus, e o comportamento do mosquito também depen-
dem da temperatura; um acréscimo de 2°C pode aumentar o tempo de vida do
mosquito adulto, diminuir o tempo de desenvolvimento da fase imatura e incurtar
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o periodo de replicagao do virus, resultando em mais mosquitos infecciosos por um
periodo maior, e consequentemente epidemias mais grave desta doenga [2].

Este trabalho tem como objetivo propor um modelo para a transmissao da den-
gue entre a populacao humana e a populagao de mosquito, onde ha a circulacao
de um tnico sorotipo. Supode-se que alguns pardmetros de-medele variam senoidal-
mente com o tempo e utiliza-se um algoritmo genético para explorar o espaco de
parametros do modelo e encontrar os conjuntos de pardmetros que geram os perio-
dos de oscilagoes observado nas séries temporais de dengue (3 a 5 anos). Finalmente,
analisa-se a sensibilidade do modelo frente a perturbacdes nestes parametros [5].

2. Modelo matematico

O modelo proposto é descrito pelo conjunto de equacoes diferenciais mostrado em
(2.1), baseado na suposigao de que os individuos infectados se recuperam, mas os
vetores nao, e no fato dos individuos suscetiveis se infectarem quando picados por
um vetor infectado, e um vetor susceptivel se infectar quando picar um individuo
infectado. Estas suposigoes sao validas e condizem com o que é proposto para o ciclo
epidemiologico da dengue [14]. As variaveis S, I, R, Vg, e V; sdo respectivamente
a populagao de individuos humanos suscetiveis, infectados, recuperados, populagao
de vetores suscetiveis e de vetores infectados. Logo,

ds

o = HH = (AVIS) —uS,

dl

— = AVIS - I

7 S — (p+)1,

dR

— = I — uR 2.1
= I — pR, (2.1)
dVs

— = —0IVg — Vs,

7 ¢ s —

dV7

S = 51V — i,

o s — tm V1

sendo o significado e os intervalos de valores dos pardmetros biologicos apresenta-
dos na Tabela 1. Na primeira equagao, os individuos sao renovados a uma taxa
contante 4 e se infectam a uma taxa A (ao serem picados por mosquitos infecta-
dos). Individuos (humanos) de qualquer classe morrem a uma taxa pu. Na segunda
equagao, os individuos que sao infectados na primeira classe passam & esta classe,
se recuperam a uma taxa 7y e morrem a uma taxa u. Para a terceira equagao, os
individuos recuperados morrem a uma taxa p.

As duas ultimas equagoes do sistema descrevem a dindmica temporal da popu-
lagao de vetor; na quarta equagao os vetores suscetiveis sao renovados & uma taxa
¢ (reparem que nao sdo considerados estagios da vida do mosquito, assim a taxa de
reposigdo sera chamada apenas de taxa de nascimento), novos mosquitos infectados
aparecem 3 uma taxa ¢ (ao picarem humanos infectados) e morrem a uma taxa
tm- Na tltima equagao, os vetores infectados morrem & uma taxa p,,. Utilizou-se
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a lei de agao das massas para modelar a transmissao da doenca entre as populagoes
e supoe-se que a infecgao nao encurta a vida do mosquito, e que nao ha morta-
lidade adicional devido a doenga na populacao humana. Para facilitar a anélise,
nao estamos considerando os periodos de incubagao intriseco e extrinseco do virus,
respectivamente no homem e no mosquito. Finalmente, H =S + I + R, i.e., a po-
pulacao humana é considerada constante. Portanto, todos os resultados analiticos
e numéricos mostrados a seguir foram obtidos para as densidades populacionais.

Tabela 1: Parametros utilizados no modelo, significado e intervalo de valores [10].

Parametro  Significado Valores (em dias™")
I taxa de natalidade/mortalidade humana 1077 107"

A taxa de transmissao entre o vetor V; e humano S 0,70 — 1

0% taxa de recuperagao dos humanos 0,080 — 0, 25

0] taxa de nascimento do vetor 0,01 — 11,2

1 taxa de transmissdo entre o vetor Vs e humano I 0,6 —0,9

m, taxa de mortalidade do vetor 0,02 — 0,09

3. Solucoes de equilibrio e estabilidade

3.1. Pontos de equilibrio

No equilibrio, nao h4 mudanca no estado do sistema, ou seja, nao ha mais variacao
entre as class ara encontrar estes pontos, basta igualar cada uma das equagoes
diferenciais mustradas em (2.1) a zero. H4a dois pontos que sdo 6bvios, o equilibrio
em que ha auséncia do vetor e da doenca e o que ha presencga do vetor e auséncia
da doenga. O terceiro corresponde a coexisténcia das populagoes, assim:

By = (1,0,0,0,0), B, = (1,0,0, %,0) e By= (570 R VL, VP),
sendo )
g _ (L + piy, GN)
ML = MG+ p (pm L+ pi2,GN)’
I ML — o G\
" GAOL — G2 g+ 1 (o L+ 12,GN)’
. AL — o GuA
R == )
GAOL — i G2 Ay + 1 (ppm L + 12,GX)
- GPOLA — i G® oA + pGp(pim L + p2, GN)

S T NO2Lp — i GONEZ + pm GAOL — 12, G2\ + piom Gt (pim L + p2,GA)

«_ OL— pmGp
Vi = ,
MmL - :U’gnG)‘
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G=u+~v e L=o¢\u.

Apos encontrar os pontos de equilibrio, foi feito o estudo da estabilidade local
de cada um. Os pontos de equilibrio, F4, E5, E3, correspondem respectivamente a
populagao humana livre do mosquito, a populacao humana infestada por mosquito
sem a transmissao da dengue (equilibrio livre da doenga) e populagdo humana in-
festada por mosquito com a transmissdo da dengue (equilibrio endémico).

3.2. Estabilidade dos pontos de equilibrio

O estudo da estabilidade local é feito através da anélise das raizes do polinémio
caracteristico, obtido a partir do Jacobiano do sistema (2.1), 5 calculado em cada
ponto de equilibrio. As raizes deste polinémio sao os autovalores da matriz jacobi-
ana, cuja estrutura é

—(AVI + p) 0 0 0 —A\S
V7 —(p+7) O 0 S
J = 0 vy —u 0 0
0 —6Vs 0 —(0I+pm) O
0 (SVS 0 ol —MUm

Se todos os autovalores desta matriz sao negativos, o ponto de equilibrio é dito
estavel, mas se houver pelo menos um positivo, o ponto de equilibrio é dito instavel.
Assim,

1. em E; = (1,0,0,0,0), o polindmio caracteristico P(n) é dado por:

(n+ )+ pm)?(M+p+7) =0

cujos autovalores sao

m=—p, nNe=—(L+7) e Mm=—fmn.

Considerando que os parametros do modelo sao todos positivos, todos os au-
tovalores sao negativos, o que indica um equilibrio estavel, ressaltando que
esta estabilidade depende da inexisténcia do vetor, e quando este aparece, o
ponto se torna instavel.

2. em F5 = (1,0,0, %, 0), o polindmio caracteristico P(n) é dado por:

(0 + 17 + o) <n+u+v><n+um>—f—¢ —o,

m
cujos autovalores sao
m=—f N2=—"Um
e as raizes do polinémio de segundo grau
Ao
1+ (o + 1+ 7)1+ (e +7) = =0

m
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as quais sao dadas por:

(i + G) + 3/ (s + G)? — 4G — 32)

— /J‘TVL e
13 B)

(o + @)l + G — 4y G — 222

— MWL
N4 B )
e a condigao de estabilidade (obtida a partir de 73) é:
Ado
Ry=—= <1
* T 2,G

Pode-se notar que se tivéssemos um R, apenas para a populagao humana

este seria Rgp, = #—j\rv, e se tivessemos um para o vetor mosquito este seria

Ro, = 3—3’, é natural que o Ry do sistema seja dado por Rgn X Ro, (alguns
m

autores utilizam v/ Rop, X Roy) [8].

3. em B3 = (S*,I*, R*, V&, V), seria muito dificil obter analiticamente con-
digoes de estabilidade, logo a anélise foi feita numéricamente utilizando o
método de Runge-Kutta de quarta ordem. Resolveu-se o sistema (2.1), com
diferentes condigdes iniciais (S > 0 e Vg > 0), diferentes conjuntos de pa-
rametros (todos satisfazendo a condi¢do Ry > 1) e sujeito a perturbagoes.
Observou-se que, se Ry > 1 este ponto é estavel.

4. Incluindo sazonalidade

No modelo (2.1), quando Ry > 1, o sistema se aproxima da solu¢do endémica
com oscilacoes amortecidas como mostrado na Figura 1, dada a condicao inicial
(S,1,R,V,, Vi) =(0,9;0,1;0;0,5;0,5) e o conjunto de pardmetros u = 0,00004; A =
0,75;6 = 0,6; i, = 0,0302;y = 0,125 ¢ ¢ = 0,8 todos em dias™!. A sazonalidade
vista como uma repeti¢do (com alguma pequena variacao) das condigoes climaticas
anualmente, ¢ um exemplo de uma forca externa atuando sobre um sistema [6].
Para entender como a sazonalidade muda a dindmica deste sistema, vamos supor
que alguns parametros (relacionados ao vetor) variam senoidalmente com o tempo.

Assume-se que a sazonalidade pode influenciar na taxa de nascimento do vetor
e na taxa de mortalidade do vetor [13, 4], assim:

caso 1: na taxa de nascimento:

¢=0,8(1+0,35m (%)) (4.1)

caso 2: na taxa de mortalidade:

27t m
o =0,0302(140,3sin [ 2= + 7)), 42
H ( + Sln(365+2)) (4.2)
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Figura 1: Evolucao temporal das densidades de humanos infectados e vetores infec-
tados. Caso em que a doenca ¢ endémica na comunidade (Rp > 1).

Em todos os casos, supde-se um valor médio para cada um dos parametros (por
exemplo, para ¢ tem-se 0,8), um parametro relativo ao forcante externo (igual a
0,3) e periodo de oscilagao p = 365 dias (1 ano). Portanto, ¢ oscila anualmente
entre 0,8(1+0,3) e 0,8(1 — 0,3) e uy, entre 0,0302(1 4 0,3) e 0,0302(1 —0,3). A
escolha do intervalo de variacao de cada paradmetro, assim com a fase entre ¢ e i,
foi feita com base em dados da literatura [4, 10, 12, 13].

Figura 2 mostra a influéncia da sazonalidade sobre a dindmica do sistema su-
pondo que a mesma atua somente sobre a taxa de reposigdo do vetor (caso 1).
Observe que as oscilagoes antes amortecidas (Figura 1) sdo mantidas e que hé varia-
¢ao na intensidade dos picos epidémicos os quais acontecem em intervalos da ordem
de 16 anos. Utilizou-se o conjunto de parametros u = 0,00004; pt,,, = 0,0302;v =
0,125; A = 0,7;6 = 0,6 e a taxa de reposicao dada por (4.1), todos em dias™!. O
mesmo padrao temporal é observado para o outro caso proposto (caso 2).

4.1. Periodicidade dos picos epidémicos

A dengue é uma doenca de transmissao indireta cujo vetor transmissor, o mosquito
Ae. aegypti, apresenta uma dindmica populacional extremamente influenciada pela
temperatura. Uma das caracteristicas dessa doenga sao os picos epidémicos anuais
com diferentes intensidades. Em particular, observa-se picos intensos com periodo
de trés a cinco anos.

Figura 3 mostra a evolucao temporal do sistema 2.1 quando supomos que as
taxas de reposicao e mortalidade do vetor dependem do tempo, como mostrada em
4.1 e 4.2. E possivel verificar que para esse conjunto de parametros ha ocorréncia
periodica de dois picos epidémicos de diferéntes amplitudes, sendo que o periodo
entre os picos é aproximadamente 1 ano. J& o periodo entre os picos epidémicos
mais acentuados é de aproximadamente dois anos, o que sugere que o modelo tem
potencial para reproduzir a dindmica temporal da Dengue, mas necessita de um


Cross-Out

Comment on Text
=

Comment on Text
como

Comment on Text
epidêmicos, os

Comment on Text
Foi utilizado o

Comment on Text
é possível observar

Comment on Text
A figura 3

Comment on Text
que, para esse conjunto de parâmetros, 

Comment on Text
dengue


®© SBMAC TEMA 7

T T 0.09
@ (b)

- = —0.08 g
2004 e
e - —o0078
g ki
g - g o.osg
‘g 0.03 — b
=] = —0.052
E - —0.04 g
o 0.02 — £
I = Ho0038
2 o
3 3
2 001 4 T 7 0-02%
[a)

= -0.010

L I I L I L L I l L I L
00 50 100 150 0 50 100 158
tempo (em anos) tempo (em anos)

Figura 2: Densidade de individuos infectados (em (a) humanos e em (b) mosquitos)
versus tempo supondo que a sazonalidade atua na taxa de reposi¢ao dos mosquitos.

ajuste no conjunto de parametros, para produzir maiores picos epidémicos com
uma periodicidade de trés a cinco anos.
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Figura 3: Densidade de individuos infectados humanos em fung¢ao do tempo supondo

4.1 e 4.2, para u = 0,00004; A = 0,75; v =0,3; ¢ = 0,4; 6 = 0,65 e u,, = 0,08
todos em dias™! e forca sazonal 0, 3.

5. Problema de otimizagao

Os algoritmos genéticos (AG) sdo uma classe particular de algoritmos evolutivos
0s quais usam técnicas inspiradas na biologia como reproducao, selegao natural,
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recombinagao e mutacgao para explorar o espago de solugoes em problemas de oti-
mizacao e busca. Os trés componentes basicos de um AG sao: a codificagao do
problema (cada individuo i da populagao é dado por P; = (A, 9,7, tim, ®)), 0 espago
de busca (contém todas as potencias solugdes do problema) e a funcdo de aptidao,
A;, que avalia quao boa é a solugao P; (quanto mais proximo p; estiver de p € [3, 5]
maior a chance do individuo ser selecionado para a proxima geracao e portanto
gerar descendentes).

Estes algoritmos sao interessantes por varios motivos: partem de uma popula-
¢ao inicial (constituidas por vérios conjuntos de solugdes potenciais) e portanto a
solucao nao depende da trajetoria escolhida; sao probabilisticos; e a aplicacao dos
operadores de sele¢ao (baseado em fungoes que medem a aptidao dos individuos),
recombinagao (introduz variabilidade na populagéo) e mutagao (evita 6timos locais)
tornam o algoritmo rapido, robusto e confidvel. E necessario escolher um critério
de parada, por exemplo, o grau de homogeneidade da populacao.

Os testes foram feitos considerando uma populacao de trinta individuos. Ini-
cialmente (¢ = 0), geramos os conjuntos de parametros (individuos) utilizando o
gerador de ntmeros aleatorios (distribuigdo uniforme). Os valores escolhidos para
cada parametro A, &, 7, fm € ¢, estdo dentro dos intervalos apresentados na Ta-
bela 1; p e o foram fixados, respectivamente, em 0,00004 dias~! e 0,3. Dado o
conjunto de parametros que caracteriza um individuo na populacao, por exemplo
P, = (0,75;0,6;0,125;0,0302; 0, 8), utilizamos este conjunto para fazer a pontua-
¢ao segundo o seguinte critério: resolvemos o sistema 2.1 com as fungoes p,, € ¢ na
forma 4.1 e 4.2 (utilizando o método de Runge-Kutta de quarta ordem), e medimos,
apos o transiente, a densidade de infectados humanos maxima e em que tempo esta
ocorria (méximos locais) para cada conjunto de cromossomos. O programa verifi-
cava se o intervalo de ocorréncia entre os maiores picos epidémicos, At,, (diferenca
de 80% em relagao ao maior pico encontrado - méaximo global) estava no intervalo
entre [3,5]. Se sim, a simulagdo termina (critério de parada), se ndo, pontuamos
este conjunto de pardmetros (individuo) segundo o seguinte critério:

se At,, < 0,5 ou At,, > 9, 5;

se 0,5 < At,, <1,00u 9,0 < Aty < 9,5;
se 1,0 < At,, <1,50u8,0 < At,, <9,0;
se 1,5 < At,, <2,00u7,0 < At, <38,0;
se 2,0 < At,, <2,50u6,0<At, <7,0;
se 2,5 < At,, < 3,0 0u 5,0 < At,, < 6,0;
se 3,0 < At,, <5,0.

N
w
I
EN JEC NS, IS SUR R

Depois, calculamos a pontuagio média (A = 25’21 A;) e, todos os individuos
com aptidao A; > A, sdo selecionados, os outros descartados. Para completar a po-
pulagao reproduzimos (reproducio assexuada) os individuos selecionados com igual
probabilidade até que a populagao tenha novamente trinta individuos. Estes indivi-
duos sdo entao pareados (dispostos aleatoriamente dois a dois para a reprodugao se-
xuada), e o local da quebra, g, para o recombinagao é aleatorio (¢ € {1,2,3,4,5,6})
sendo que pode ou ndo haver recombinagio (se ¢ = 6 ndo ha recombinagao e se
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g = 1 troca-se todos os genes, o que nao causa alteracdo no genétipo). Ja a muta-
¢ao tem 10% de probabilidade de ocorrer, testada para cada gene (cada parametro).
Quando ocorre a mutagao, o valor do gene é substituido por um novo dentro do
seu respectivo intervalo. Finalmente incremetamos o passo de tempo, t =t+ 1, e a
nova populacao é testada e pontuada novamente, até que o critério de parada, dado
por At,, € [3,5], seja satisfeito. O algoritmo é executado no maximo até a vigésima
geracao de individuos.

Apos a utilizacdo do algoritmo genético conseguimos encontrar um conjunto
de parametros que satisfaz os dados da literatura, como mostrado na Figura 4,
sendo A = 0,894912;6 = 0,615759; v = 0,241518; p1,,, = 0,076292, p = 166679, u =
0,00004 todos em dias™!.

0,003 ,

0,002

0,001 -

L Y O L

10 12 14 16 18
Tempo (anos)

Densidade de individuos infectados (1)

Figura 4: Densidade de individuos infectados humanos em fung¢ao do tempo supondo
4.1 e 4.2, para A = 0,894912;) = 0,615759;v = 0,241518; u,,, = 0,076292,¢ =
166679, 1 = 0,00004 todos em dias™' e forca sazonal 0, 3.

E fato que néo existe apenas um conjunto de pardmetros que gera picos epidé-
micos grandes com periodicidade entre trés e cinco anos, o que permite fazermos,
utilizando o AG, um estudo de sensibilidade do modelo a variagdes em seus para-
metros. A Tabela 2 mostra a média, o desvio padrao e o coeficiente de variagao
obtido em 74 simulagoes do AG. Observe que os parametros relacionados a taxa
de contato entre as duas populagoes sao os que apresentam menor coeficiente de
variacao, sendo estes, portanto, os responsaveis pela (maior) variagdo na periodi-
cidade da dengue. Sendo assim, o desenvolvimento de vacinas para a dengue seré
decisivo no controle da transmissao desta doenca, visto que a vacinacao atua di-
retamente na diminui¢do das taxa de transmissao. Finalmente, a identificagdo dos
parametros relacionados a transmissao da dengue numa comunidade, é importante,
visto que possibilita predizer a periodicidade da epidemia, a forga de transmissao e
estabelecer medidas de controle.
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Tabela 2: Média, desvio padrao (DP) e coeficiente de variagao (CV) de cada para-
metro obtida em 100 simul¢oes do AG.

Parametro Meédia (dias™') DP (dias™') CV

) 0,860 0,092 11%
5 0,743 0,092 8,1%
Lim 0,070 0,016 23%
) 0,262 0,282 93%
5 0,166 0,047 28%

6. Conclusao

A inclusao do efeito sazonal e de uma fase entre as taxas de reposicao e de mortali-
dade do vetor podem explicar a periodicidade dos picos epidémicos de dengue. Os
diferentes padroes temporais observados na comunidade estao relacionados com o
conjunto de pardmetros caracteristico da epidemiologia da dengue. O algoritmo ge-
nético se mostrou uma ferramenta importante na analise de sensibilidade do modelo,
identificando as taxas de contato entre as populagoes como sendo os parametros que
mais influénciam a periodicidade das epidemias. A definicao de medidas de con-
trole sobre esses pardmetros (como vacinagdo) serdo importantes para o controle da
transmissao da dengue.

Abstract. In this work, a mathematical model with temporal dependence for den-
gue transmission was developed, considering is coupling between human population
and the vector mosquito, and a sorotype circulating on population. We analysed
this model with the goal to explain disease’s periodicity. Finally, a genetic algorithm
was set up to study model’s sensibility.
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